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1 Caractéristiques des
sections
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1.1 Exercice : centre de gravité d’une section

Soit la section ci-dessous.
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Figure 1. Référence [2]

1/ Déterminer le centre de gravité G de la section en considérant que G est le barycentre des
centres de gravité de chaque surface élémentaire, pondérés par 'aire de la surface

2/ Déterminer le centre de gravité G de la section ci-dessous a I'aide des moments statiques
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1.1.1 Exercice : centre de gravité d’une section

Par symétrie, on a x; = 0. Dans les questions 1 et 2, on cherche donc seulement y;.
1/ la définition du centre de gravité appliquée a un ensemble de solides donne
S;.0G, + 5,.0G, + S5.0G3 = (S; + S, + S3).0G
S, est la surface ABCM. S, est la surface LDEK. S5 est la surface JFHI
On adonc
300y, + 150y, + 200y, = 650y¢

D’apres la géométrie des sections, y;, = 42,5 mm; y;, = 20 mm;y;, = 2,5 mm.

Finalement
Ve = 25 mm
2/ Par les moments statiques
Siox = ff ydxdy = 20 X <5702 - 3752) = 12750 mm3

Syox = ffydxdy =5X - 5= 3000 mm?3

52
S30y = f ydxdy = 40 X > = 500 mm?3

On a donc
_ 12750 + 3000 + 500 e
Yo = 650 —oomm
Remarque

On pouvait aussi retrouver la position de G avec deux méthodes graphiques.

e Par statique graphique
e Parlareprésentation graphique de la formule ci-dessous

S;.0G, + S,.0G, + S5.0G3 = (S; + S, + S3).0G
1/ Par statique graphique

Des détails sur la méthode peuvent étre trouvés dans le cours de statique graphique.
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On mesure bien y; = 25 mm.

2/ Par la représentation graphique de la formule du barycentre

S;.0G, + 5,.0G, + S5.0G3 = (S; + S, + S3).0G

300.0G, + 150.0G, + 200.0G; = 650.0G

En divisant chaque terme par 300 il vient :

1 2
0Gy +5.0G; +75.0G; =—.0G

13 —,
3 6

En prenant un point O n‘importe ou sur le schéma on peut tracer la construction ci-dessous :

. - .
'3';1 A partir de 0., portons donc O;Gy puls
—_—
; ——— —_—
Gl | st &&= 23 o @8 =206
™\
\\ B --—-)-1 13 —=
\ On obtient 01Gs = < 0 G
Gh

[ G

b

On mesure bien y,;

-
5 ¥
il
=

= 25 mm.

D'oll G 3 1'intersection de l'axe de
symétrie et .de 0:G).

On mesure 0G # 25 mm.

Remarque : pour simplifier les calculs, on aurait pu choisir 0 = G;.
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1.2 Exercice : moment quadratique de deux sections

Soient les deux sections ci-dessous de centre d’inertie G.

Déterminer I'expression de I;, moment quadratique par-rapport a I'axe Gz pour les deux

sections. On rappelle que
Ig, = ff y*dydz

Diameétre D
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1.2.1 Exercice : moment quadratique de deux sections

Section rectangulaire
3

3 3 n m®  /h
- ff y*dydz = l f ‘dy =b. [ ]; =b. (ZZ)L * (gé)l-
_o _n 2
2 2

; b.h3
Gz 12
Section circulaire
R 21
I, = ffr c0s?0.dS = ffr cos?0.rdrd6 =ff r2cos?0.rdrd6
0 0
) 1+ cos26
cos“g =——
2
s 4R [1 9+sin29 ]2”_R4 2T
62_40'2'( 4)0_4'2
- mR* 5 nD*
627 4 "~ 64
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1.3 Exercice : centre de gravité et Moment quadratique
d’une poutre en |

Soit une poutre constituée d’une section en |, centre de gravité G, de masse volumique
homogene.

1/ Calculer les coordonnées du centre de gravité G de la section ci-dessous.
2/ En déduire le moment quadratique I;, de la section S par-rapport a I'axe Gz.

Les dimensions sont données en mm.

) 300 _
20
y r Y
400
— 15
I 15
O < » ] z
200

10
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1.3.1 Exercice : centre de gravité et Moment quadratique d’une
poutre en |

On divise la section en 3 sections rectangulaires (300x20,15x400,200x15).
1/

_ S51¥61 + S2¥62 + S3Y63

- = 2575
Y6 S +S,+5; mm

Par symétrie, z; = 150 mm

2/ On calcule le moment quadratique des 3 sections par-rapport a I’axe z passant par leur centre
de gravité puis on en déduit le moment quadratique par-rapport a Gz a I'aide du théoréme de
Huygens.

I, = 4,4693.108mm*

11
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1.4 Exercice : caractéristiques d’une section en |

Soient les sections A et B constituées du méme matériau de module E.

A B

= =
= >y | E
™~ ™~
4 mm
I
4 mm

Figure 2. Référence MOOC ENS Cachan

Q1/ Montrer que la raideur en traction de la section B est 1.25 fois plus grande que la raideur
de la section A

Q2/ Montrer que le moment quadratique I,z de la section B est 7.25 fois plus grande que le
moment quadratique de la section A

Formulaire

Loi de Hooke en traction uniaxiale

oc=E.¢
De plus
F
=3
AL
T
Donc
F=£.S.AL
Lo

Donc la raideur d’'une poutre en traction est

£ S
Ly

12
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1.4.1 Exercice : caractéristiques d’une section en |

1/ Les deux poutres ont méme longueur et module E. La section Sg (10mm?) est 25% fois plus
grande que la section Sa (8mm?) donc la raideur en traction augmente de 25%.

2/ Section A

Iy, = =~ 2.7mm

Section B
IyB = Iy]_ + Iyz + Iy3

Par le théoreme de Huygens :

4 %13 5 .
Iy, = 12 +15%*x4x1=93mm
Iyl = Iy3
1% 23
Iyz =
12
Par conséquent,
3
Loo2s(A v s2an1)+ S
yA 12 12
B o
g 3

13
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1.5 Exercice : matériaux « sandwichs »

Les matériaux « sandwichs » sont des matériaux composés d’'une ame centrale entourée de
deux peaux, ou semelles. lls présentent un excellent rapport poids/résistance et poids/rigidité

en flexion.

On propose dans cet exercice de retrouver les valeurs données ci-dessous concernant la rigidité

et la résistance en flexion de trois sandwichs de différentes épaisseurs.

Questions

La figure ci-dessous donne les rapports entre la rigidité en flexion (moment quadratique 1z)

d’une poutre d’épaisseur t et celle d’un sandwich d’épaisseur 2t et 4t.

Retrouver les rapports de 7 et 37 donnés.

Properties Solid material Core thickness
t
1 I — }
2 = 4t U g
’ |l —
Stiffness 1.0 7.0 37.0
Flexural
strength 1.0 3.5 9.2
Weight 1.0 1.03 1.06

Doc. HEXCEL

Techniques de lingénieur AM5141

.
d= C+2t

-

Figure 21 - Poutre sandwich sur deux appuis chargée au centre

14
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1.5.1 Exercice : matériaux « sandwichs »

b.(2t)> 8b.t> 2
2 12 3

2=
Iz=2 b't3+bt(15t)2 =7
zZ = 12 . L. , = /.

2
—.b.t3
3

Iz=2 b't3+bt(35t)2 —372 b.t3
zZ = 12 .t.(3, = ‘30

15
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1.6 Exercice : résistance en flexion d’'une section losange

On dispose d’une poutre a section carré de c6té h. On se demande s'il est préférable de la
disposer « en carré » ou « en losange », pour optimiser sa résistance a la flexion.

Ay ry

v

1/ Calculer le moment quadratique I, par-rapport a I'axe Gz, pour chaque section

2/ Le seul calcul du moment quadratique permet-il de conclure sur la résistance en flexion des
deux sections ?

16
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1.6.1 Exercice : résistance en flexion d’'une section losange

1/ Section « en carré » :

i "
Igz = Hyz dzdy =
D

Avec

h h h
D:{Z;y}ERZ/—ESZSEet—E

NS

<y<

Section « en losange » :
Ie, = 4.1

Avec | I'intégrale d’un quart de losange telle que

1= ffyzdzdy
D

Avec
D={zy}€ER?/0<z< h to<y< +h
={z <z<—et0<y<-—z+—
y 2 y 2
h h
I =f f y*dy |dz =18
A
Donc
h4-
I, = —
Gz 12
2/ Section « en carré » :
Mf-)’max
Omax = — I
Z
Avec
ymax 2
Donc
6
Omax —Mfﬁ
Section « en losange » :
Mf-)’max
Omax = — I
Z

Avec

17
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h
Ymax = ﬁ

Donc

6v2

Omax = _Mf-F

La contrainte maximale sera plus forte dans la section posée « en losange » malgré un moment
guadratique égal a la section carrée.

18
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2 Degré d’hyperstaticité
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2.1 Exercice : degré d’hyperstaticité

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, interne et externe des structures ci-dessous.

A

X
q
N
\¢ 2’
F
N
AY ; N ¢

20
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2.1.1 Exercice : degré d’hyperstaticité

de di dg
L
N 3-3=0 0
JITTVITIV 1
NN o o0
F li = 0
N | x 3-3=0 b=1 0
0-(3x1-3)=0
8 u ny 3+2-3=2 2
&
K I 3+3-3=3 3

21
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2.2 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, externe et interne de la structure ci-dessous.

Zh @

22
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2.2.1 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Degré externe

d,=3+2-3=2

Degré interne
On voit en effet que deux liaisons pivots donnent une réaction d’appui en trop sur la structure.

dl-=li+(3b—3)=2—(3x2—3)=—1

[; : nombre de liaisons internes. Liaison pivot : [; = 2

b : nombre d’éléments. b = 2

La structure est hypostatique intérieurement. On voit en effet que la structure seule, non reliée
au mur, a un degré de liberté : la rotation au niveau de la liaison pivot.

Degré global

d=d,+d;=2—-1=1

La structure est globalement hyperstatique de degré 1.

Il va manquer une équation pour déterminer toutes les inconnues de liaison.

On peut modéliser le probléeme comme ci-dessous :

M,
VRN
- A
1 -
]
=
s
©=
-~ b
A
]
-~
<]
Enisolant1ona
XA +XB :0
YA+YB :0

My +Y5.AB =0
Enisolant2 on a
Xg+Xc=0
Y +Y.=0

23
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Somme des momentsen C:Yz.a — Xg.b =0

Remarque : cette derniere équation donne
Xg a )
— =—-=tana
Y5 b

Ce qui transcrit bien le fait que la piéce 2 étant une barre articulée soumise a deux forces, ces
forces ont pour direction I'axe de la barre.

On a bien au total 7 inconnues pour 6 équations.

24
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2.3 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, externe et interne de la structure ci-dessous.

25
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2.3.1 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

d,=2+2-3=1
di=l+(3Bb—3)=24+2-(3x2-3)=-2

[; : nombre de liaisons internes. Liaison pivot: [; = 2
b : nombre d’éléments. b = 2

La structure est hypostatique intérieurement. On voit en effet que la structure seule, non reliée
au sol, a deux degrés de liberté : les rotations au niveau des deux liaisons pivot.

Degré global
d=d,+d;=1-2=-1

La structure est globalement hypostatique de degré 1.

26
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3 Estimation des efforts et

moments
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3.1 Exercice : moment d’une force

-

Soit une poutre encastrée dans un mur au point B(0 ;0 ;0) et soumise a une force F=—F.7
appliquée en A (L4 ;L ;0).

N

X

Déterminer en B le moment de la force F exercée en A.

28
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3.1.1 Exercice : moment d’une force

Moment en B d(i & la force F en A

Wiy (F) = W,(F) + BAAF

Or le moment en A ddi a la force en A est nul : M (F) = 0 donc

— = e d = Ll
Mg(F)=BAAF = (LZ)/\<

0

0
0
—F

)|

—F.L,
F.L,
0

)

29
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3.2 Exercice : solide soumis a un systeme de forces

Partie 1 : solide soumis a deux forces

Soient 2 forces FA) et ﬁ appliquées aux points A et B d’un solide a I'équilibre.

En écrivant le principe fondamental de la statique, que peut-on dire de ces deux forces ?

—

Fg

P —
Fy
Figure 3. Exercice : solide soumis a un systeme de forces
Partie 2 : solide a I’équilibre soumis a trois forces
. = = = . 7 . ’ . T4 o
Soient 3 forces F,, Fp et F appliquées aux points A, B et C d’un solide a I’équilibre.

En écrivant le principe fondamental de la statique, que peut-on dire de ces trois forces ?

—

Fg

Fa

Figure 4. Exercice : solide soumis a un systeme de forces

30
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3.2.1 Exercice : solide soumis a un systeme de forces

Partie 1

Al'équilibreona:

Fa+Fp=0 (1)
ABAF; =0 (2)

(1) indique que FA) et F_B) ont une méme direction, une méme amplitude et des sens opposés.

(2) indique que AB et F_B> ont méme direction, donc la force FT; a pour direction la droite AB.

Finalement, les deux forces ont pour direction la droite AB. Elles ont méme norme et sont de
sens opposeé.

Partie 2

Soit un solide a I'équilibre soumis a 3 forces appliquées en A, B et C, le PFS donne :

Fj + Fg + F¢ =0 (1)

AB AFy +AC AF, =0(2)

Le vecteur AB A F_B) est normal au plan (E, F_B)). Le vecteur AC A F_C)est normal au plan (R, F_C)).
(2) montre que ces vecteurs sont opposés donc les forces F_B) et ﬁ sont dans le plan ABC.

—
(1) montre que la force F, est également dans ce plan. Donc les 3 forces sont coplanaires.

Si F_B) et F_C) ne sont pas paralléles. Soit | leur point d’intersection. L’équation du moment statique

écrite en | montre que le support de la force F4 passe également par I. Donc les 3 forces sont
concourantes.

— P — —
Si F et F. sont paralleles, alors (1) montre que F, est paralléle aux deux autres. Les 3 forces
sont paralléles.

Pour conclure, si un solide est en équilibre sous I'action de 3 forces, ces forces sont :

e Coplanaires (dans un méme plan)
e concourantes en un méme point ou paralleles
e de somme vectorielle nulle
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3.3 Exercice : porte coulissante

Soit une poutre coulissante composée d’'un panneau 1 de poids P (P=3000 N) dont les
dimensions sont 3000x5000, de deux galets 2 et 3 et d’un rail 5.

Les dimensions sur le plan sont en mm.
On néglige I'épaisseur de la porte dans les calculs de moments.

La porte est en appui en A et B sur le rail 5 par I'intermédiaire des galets 2 et 3. Le rail est scellé
dans le mur 0. L’ensemble coulisse librement le long du rail posé horizontalement.

La stabilité de la porte est assurée par le galet 4. L’axe de ce galet, vertical, est scellé dans la sol
0. Le contact avec le panneau est effectué en C.

On suppose que les liaisons sont sans frottement. La résistance au roulement des galets est
négligée.

Q1/ Calculer le degré d’hyperstaticité du probleme

Q2/ Déterminer les actions mécaniques s’exercant sur la porte
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3.3.1 Exercice : porte coulissante

Q1/ Bilan des actions extérieures sur S

[Poids — S]; = ( )
—-P
Xa

[Rail - S], = <0>
Zy

Xp

[Rail - S)g = ( 0 >
Zp
Xc

[Galet 4 — S]g =<O>

5 inconnues et 6 équations (on est dans I'espace)
D=-1, systeme hypostatique car la porte est libre en Y
Q2/ On isole le portail + galets 2 et 3. S = {portail + galets 2 et 3}.

Le systéme a I'équilibre donc selon le principe fondamental de la statique :
Y=o

XA+XB+XC:O
ZA+ZB—P:0

21\7:6

Donc

De plus,

Donc somme des moments en A =0.

Moment en A d( a I’action du railen B :

Xp
MA(rail enB) = MB(rail enB) + AB A ( 0 )
Zp

MB(rail enB) = 0
0N /Xz 375
M,(railen B) = <3> Al O ) = ( 0 >
o/ \Zg —3X,

Moment en A d( a I'action du galet 4 en C:

~ - L [Xe\ (02 [X\ 0
MA(galet4)=MB(galet4)+AC/\<0)=(0.5>A<0>=0+<—3Xc>
0

Moment en A d{ au poids :
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. —02\ /0 ~15P
M,y (poids) = | 1.5 |A|l 0 |=(-0.2P
—1.5 —-P 0

Donc
3Z5—15P=0
—3X—02P =0
—3Xg — 05X, =0
Finalement,

Zg = 0.5P = 1500N

Z, = —Zy + P = 1500N
0.2
X¢=——"P=-200N

05X 0502 .

Xp = — :
B 3 33
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3.4 Exercice : effort total d( a une charge répartie

Soient deux poutres de longueur L, d’axe x, encastrées a une extrémité.
L'une est soumise a un effort linéique constant q tout le long de la poutre.

L'autre est soumise a un effort linéique tel que g=a.x avec a constante réelle positive et x=0 au
niveau de I'encastrement.

Déterminer I'expression de I'effort total F appliqué sur les deux poutres.

T
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3.4.1 Exercice : effort total dG a une charge répartie

Effort g constant :

o
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3.5 Exercice : poutre sur deux appuis avec charge
linéique variable

Soit une poutre sur deux appuis A et B, de longueur L, d’axe x, soumise a une charge linéique q
telle que

_ x
q _qO_QO-Z
On pose x=0 en A.
y I
do
R X
A B

Déterminer les réactions d’appui en A et B.
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3.5.1 Exercice : poutre sur deux appuis avec charge linéique
variable

Principe Fondamental de la Statique

XA:0
L
R A Ly
2
Somme des moments en A : soit M, le moment dd a la charge linéique
Yg.L+M,; =0
L L )
M——f( — f)xdx——f X — x—dx
q= do qO'L X = qo- %-L
0 0
M = x* q, xX* | > q, I} 2(1 1)
N A A B A VA
M = Lzl— L1 L
= —(o- ‘6 %-2-3-

L ) o L -
On retrouve le moment d{ a une charge ponctuelle d’intensité do-; appliquée au centre de
gravité du triangle donc appliquée en L/3.

1

YB:qo.L.g
1 q,lL 2
Ya=—qoLz+ ; =qo. L2
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3.6 Exercice : poutre soumise a son propre poids

La poutre a une section carrée de co6té h.

Déterminer le torseur des actions de pesanteur en O (résultante et moment en O)

»} v

O%
/4 OA:-Q_
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3.6.1 Exercice : poutre soumise a son propre poids

Poids d’une section de poutre élémentaire de longueur dx, volume dV,,, en M :

dPy = —dVy.p.g.y = —p.g.h*.dx.y

dx M
O l APy, X

Soit [Actions pesanteur], le torseur des actions de pesanteuren O :

S G —>

[Actions pesanteur],

On retrouve la résultante et le moment d’une charge linéique de valeur —p. g. h?.
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4 Portiques
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4.1 Exercice : portique

Soit le portique isostatique ci-dessous, de longueur L et de hauteur H.
La liaison en A est un appui (réaction en X et Y).
La liaison en D est un appui glissant (réaction en Y, déplacement possible en X).

Déterminer les réactions de liaison en A et D.

Ty
Il

13kN. X

>
>
>U
~<l
£
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4.1.1 Exercice : portique

PFS
X, +13=0
Somme des moments en A

—13.H+Yy.L =0
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4.2 Exercice : portique

Soit le portique isostatique ci-dessous, de longueur L=3m et de hauteur H=4m.

Déterminer les réactions de liaison en A et D.

q=2kN/m

LU

44
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4.2.1 Exercice : portique

F =5kN.X + 2kN.¥

r) ~l
T
r) <
@
=1

=4

=

Le portique est isostatique.
PFS
X,+5=0
Yy +Yp+2=0
e Somme des moments en A

S
Le moment en A, d@ a la force F appliquée en C, a pour expression, dans le repére global :

L 5 0
ﬁ@@):ﬁgm+zzAﬁ:6+GQAQQ:( 0 )
0 0 2L —5H

Somme des moments en A suivant I'axe Z :

Yp.L+2L—5H =0

XA == _SkN
5H
By
5H
=gy
X, = —13kN
Y, = 10kN
L,)Gz

B\
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e Partie AB

Soit G; d’abscisse x sur la partie AB.

L 5 0
M—Gl)(F-)):m(ﬁ)+ﬁ/\ﬁ:6+(}1_x>/\<2>:< 0 )

0 o/ \2L-5H-%x)

L 0 0
Mg, (Yp) = Mp(Yp) + GD AY,.Y =0 + (—x) A (YD> = ( 0 )
0 0 Y,L

M =2L—-5(H—x)+Y,L =5x

e Partie BC
Soit G, d’abscisse x sur la partie BC.

L L=x 5 0
MGZ(F)=MC(F)+GZC/\F=O+( 0 )/\(2>=< 0 )
2(L —x)

0 0

. . . . . (L—x 0 0
MGZ(YD):MD(YD)+GZDAYD'Y:0+( —H )A(YD>:( 0 )
0

Le moment fléchissant a donc pour expression

5H
M=2(L—x)+YD(L—x)=T(L—x)

e PartieCD
M=0
th F = 5kN.X + 2kN.Y
5h
()]
A A
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5 Poutres isostatiques en
flexion
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5.1 Exercice : poutre isostatique

Soit une poutre de longueur L, sollicitée par une force Fen E, a la distance L/2 de A.

1. Déterminer les efforts et moments en A et B
2. Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre
3. Construire les diagrammes des efforts normaux, tranchants et moments fléchissants

y F = —100Ny

l
E ‘B X

N -
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5.1.1 Exercice : poutre isostatique

Principe fondamental de la statique
X,=0
Y, =Y; =50N
Torseur de cohésion
Pourx € [A; E]

—50N.

Action Il - I|; = [Actionext -» II|; = {
[ le =1 lo 50x N.mZ
Pour x € [E ; B]

50N.y

Action Il - I|; = |Acti ], = N
[Action Il — I]; = [Action ext — 1], {SO(L—x)N.mz

DIAGRAMMES
Vo) Ty ™
SonN [——l-—_I -
o LN &, e _; . —
BN ——]
“4 ~ AF: N c }

2
0
”
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5.2 Exercice : poutre isostatique

Soit la poutre ci-dessous.
F = —1000N. ¥
a=1lm
Remarque : attention au schéma, le point A est aussi bloqué en X

1. Déterminer les efforts et moments en A et B
2. Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre
3. Construire les diagrammes des efforts et moments

T
T
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5.2.1 Exercice : poutre isostatique

1/ PES

En X : Xa=0

EnY:Ya—-2F+Yb=0

Par symétrie du probleme (géométrie, appuis et efforts) : Ya=Yb donc Ya=F et Yb=F
Pas de moment en A et B (appuis)

2/ Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre

Pour une section d’abscisse x entre O et a, en G;

F F
x | |
G1 c D A X
A a a a B

—2Fj +Y,J = —1000N. y
. M;:GiCAF+GDAF +GBAY,y

{ﬁ = —1000N. ¥
¢, \M =1000.x.7

Pour une section d’abscisse x entre a et 2a, en G,

A c G2 D A X
A a a a B
c2\M =1000.a.2

Pour une section d’abscisse x entre 2a et 3a, en G3
{ R = 1000Ny
oM = 1000. (3a — x)7
I 1]
y 4 L
F /‘\
—

c D Y \ x
A a a a B

3/ On parle de flexion 4 points : 2 points d’appui et deux forces.
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Effort normal : N=0 sur toute la poutre.

La flexion 4 points permet d’obtenir un état de flexion pure : entre les deux efforts, on a qu’un
moment fléchissant et pas d’effort tranchant. On utilise souvent ce genre de montage pour

solliciter des éprouvettes en flexion pure (assemblages soudés................ )
y . -
F l F l
\ -
| A X
A i : B
Effort i ; ;
tranchantTy ! ! !
E 1 | 1000N
i | Rl
-1000N 1 i i
MF (N.m)

1000.a

1000. (3a — x)Z i X
X=2a -> 1000a i
X=3a->0
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5.3 Exercice : poutre sur deux appuis, charge linéique
croissante

Soit une poutre de longueur L et d’axe x, sur deux appuis A (appui) et B (appui glissant). Cette
poutre est soumise a une charge linéique croissante p telle que I'effort total induit par cette
charge sur la poutre soit P.

y
|
")

&
NN

A B

AN

1/ On appelle a le coefficient directeur de la charge linéique. Par définition,

X
p(x) = a-z

Montrer que
2Px
p(x) = Iz

2/ Calculer les réactions aux appuis A et B

3/ Calculer les efforts internes dans toute section de la poutre (effort normal, effort tranchant,
moment fléchissant). On déterminera en particulier en quelle section le moment fléchissant est
maximal et que vaut le moment fléchissant maximal.
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5.3.1 Exercice : poutre sur deux appuis, charge linéique croissante

1/ Soit a le coefficient directeur de la charge linéique p(x). Par définition,

L L
P=fp(x)dx=fa.fdx
0 0 L
Donc
al
P=7
Donc
PL
“=7
Donc
pC) = 1n

2/ PFS. Somme des forces : X, = 0etYy +Y; —P =0

Moment M di a la charge linéique

L

2PL

M = fx.p(x)dx =3
0

Donc somme des moments en A :

2PL
5+ YL =0
X, =0
g = 2
B™ 3
v P
473

3/ Efforts internes. Pour tout x le long de la poutre :

Effort normal

N(x)=0
Effort tranchant
REIELN I N o S
3 J L? 3 I? 2{ 3 L?
V(x)=—£+P—x2
3 I?

Moment fléchissant

Dans une section d’abscisse a le long de la poutre, le moment fléchissant a pour expression :
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L

M= VolL 2de _ Pa Pa3

“n-0- [G-ora =T o0
a

Donc dans une section d’abscisse X,

Px Px3

3312
Remarque : on a bien
dM(x) P Px?

o 3 W

Le moment fléchissant est maximal lorsque V(x) est nul :

P  Px?
V(X)=—§+F=O@X=

2V/3
Mynax =~ PL ~ 0,1283.PL

ol
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5.4 Exercice : effort dévié

Calculer I'expression du torseur de cohésion le long de la poutre et tracer les diagrammes des
efforts internes.

400N 3l - dooN §
Cas de charge . o { J
R , 1
A c ©
1 e
p & .3 *
27244
ae = £
Ac = 'e = Awm
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5.4.1 Exercice : effort dévié

PFS
X, = —100N
Y, = —100N
Yy = 200N
Entre Aet B
333{1001\/2 + 100Ny
G —100.x.7
EntreBet C
{ 100N% — 100N
=100 % (1-x).7
’D,{a‘q{-\ahmw_s
‘
Ao ?J '\
o] o, A
i
Aoat 1
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5.5 Exercice : moment fléchissant d( a une charge
linéique constante

Soit la poutre ci-dessous d’axe x, soumise a une charge linéique q constante (N/m) tout le long
de la poutre.

Déterminer le moment fléchissant d( a cette charge linéique.

> Axe x

T
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5.5.1 Exercice : moment fléchissant di a une charge linéique
constante

Dans la section d’abscisse x, la force q.da a la distance a de la section x exerce le moment
—a.qda.

Axe x

Il faut maintenant sommer (intégrer) 'ensemble entre 0 et L-x

L—x L—x
aZ
_q. —
0

M= f —a.q.da =
0

2

(L —x)°
2

Ce moment correspond a I'application d’une charge ponctuelle d’intensité g.(L-x) appliquée a
la distance (L-x)/2 de la section d’abscisse x.

M(x) = —q.

q.(L-x)

§ — Axe x
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5.6 Exercice : moment fléchissant d( a une charge
linéique non constante

Soit la poutre ci-dessous d’axe x, soumise a une charge linéique g (N/m) tout le long de la poutre
telle que :

X
q - qO'L
Avec g, constante.

Déterminer le moment fléchissant d( a cette charge linéique.

q0

> Axe X

7
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5.6.1 Exercice : moment fléchissant di a une charge linéique non
constante

X a da

i

> Axe x

Dans une section d’abscisse x, calculons le moment fléchissant d( a la charge en x+a.

La charge linéique vaut dans la section d’abscisse x+da :

X+ a
L

do-
. ; . xX+a
Appliquée sur la distance da, la force obtenue est qO.T.da

Cette force appligue un moment dM a la section d’abscisse x avec le bras de levier a tel que :

X+ a
dM = —a.q,. .da
Le moment fléchissant total est donc
L—x
X+ a
M= f —a.qp- da
L

0

Remarques

oL (aire du triangle),

Pour x=0, M = —?.Lz on retrouve |'application d’une force d’intensité 5

. oy 2 . . 2
exercée au centre de gravité du triangle, soit en x = §L

Pour x=L, on a bien M=0.
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5.7 Exercice : moment fléchissant, poutre sur deux
appuis, charge linéique variable

Soit une dalle ABCD en béton armé telle que ci-dessous [3].

T e
. M |
A WS
% 5 B
B b o cnid A3 / l
\\ / l
SN o oo K |
\ ’,/ |
(}\ 2/
/N |
NS |
\| f
\ |
A
7 > ’
\
\ |
D Je
N

|
Figure 5. Dalle ABCD [3]

On propose de calculer le moment fléchissant maximal dans la poutre BC. On suppose que la
poutre BC reprend la partie de la charge correspondant au triangle BOC. On peut ainsi modéliser
la poutre BC comme une poutre sur deux appuis, soumise a une charge q linéique croissante
entre B et le centre de la poutre et décroissante entre le centre de la poutre et C.

1/ Déterminer le moment fléchissant maximal dans la poutre

q
. A4ALmﬂmﬂmmmmu|”|IIII""""||II||||...A c
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5.7.1 Exercice : moment fléchissant, poutre sur deux appuis,

charge linéique variable

. . . L L .
En un point d’abscisse x compris entre x = 0 et x = =, le moment fléchissant a pour expression :
2

qL X qx
M(x)=—.x—=.—
() =7 x—33
)_qLL 1L1gqL ql* ql?
472 3'2°2°2 8 24
qL?
Mmax H
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5.8 Exercice : poutre en flexion : influence de la position
de I'appui

Soit une poutre de longueur L reposant sur deux appuis A et B.

La distance entre A et B est appelée a, avec a < L. La poutre est donc en porte-a-faux entre B
et son extrémité.

On applique une charge linéique g (en N/m) sur toute la poutre.

y

A B

1/ Déterminer les réactions Y, et Yz aux appuis en A et B en fonction de la g, L et a.

=

On propose d’étudier I'influence de I'emplacement de I'appui B (donc I'influence de a) sur la
valeur des réactions aux appuis.

On considere que

02.L<ac<lL

2/ Etudier les variations de Y, en fonction de a
3/ Etudier les variations de Yz en fonction de a

4/ Tracer sur un méme graphe, en fonction de a, les réactions Y, et Y, et Y, + Yg, pour g =
2kN/metL = 5m.
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5.8.1 Exercice : poutre en flexion : influence de la position de
I"appui

1/ Principe Fondamental de la Statique

YA+YB_CI.L:O

LZ
Yg.a —q.? =0
Donc
L2
YB = q%

V= Ve 4+ al = z?+ L_—w?+2¢a_ L@¢+2@
A= BT =45, Ak = 2a - 2a
2/

4a—-2QR2a—-1L) 2L
Y, = qL. =qlL.—
A (x)=q 1 qLl.

Pour tout xde I, ¥,'(x) > 0 donc la fonction g est strictement croissante

lim g (x)
3/

2
ql® 1
Ys(a) = ——.—
B( ) 2 a2
Pour tout x de I, Y5 (a) < 0 donc la fonction Yy est strictement décroissante

I A osaL
w&j@—ﬁ—.q

L
li ) =7
4/
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30

25

20

15

10

-10
-15

-20

0,5

Poutre sur deux appuis, porte-a-faux. Influence de la distance entre appuis

a(m)
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6 Loi de comportement
d’une poutre en flexion
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6.1 Exercice : fleche d’une poutre console sollicitée en
flexion

Soit une poutre longueur L section constante S sur toute sa longueur, encastrée a une extrémité
et soumise a un effort P a 'autre extrémité.

M
Dans une section d’abscisse x (axe de la poutre), la relation entre le moment fléchissant Mf(x)
et la dérivée seconde de la fleche y”’(x) est donnée par
My (x) = ELY"(x)
Q1/ En déduire la fleche en bout de poutre induite par I'effort P.

Q2/ Reprendre I'exercice pour la fleche d’une poutre soumise a un effort réparti g en N/m tout
le long de la poutre

§T§
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6.1.1 Exercice : fleche d’une poutre console sollicitée en flexion

Mf(x) = ELy" (x)
Moment fléchissant dans une section x

Mf(x) =—P.(L —x)

w_Mf_—P

= g

LA LN e

Yy =27
Conditions aux limites : encastrement en x=0
{y(O) =0
y'(0)=0
Donc
A=0
B =
Donc
2 3
-5 (15 55)
En x=L,

y(L) = 35

Q2/ Dans la section X, on sait que le moment revient a un effort de valeur q.(L-x), appliquée
entre X et L donc a I'abscisse (X+L)/2 donc

L- q 2 2

Mf(X) = —q.(L — X). z =—§.(L — 2XL + X?)
II_Mf__ 2 2
== __ZEI'(L —2XL + X?)

. —4 2 2 X3
= (12x-1x*+2)+4
Y 251( 3T

—q (,X* X3 1Xx*
— (2 =—-L=+-.>)+4X+B

Y=281\" 2 3 3%
Conditions aux limites : encastrement en X=0
{y(O) =0
y'(©0)=0
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Donc A=0 et B=0

En X=L

y_

-q (,X* Xx* 1Xx*

y=—. (12 —=——-L—+4=.—

2EI 2 3 34

— L? 2 11*

y——q. P ——L—+—-.—

2EI 2 3 34
_—q.L* (1 1+ 1)_—q.L4 6—4+1)_—q.L4 3
2E1 '\2 3 12/ 2EI - 12 " 2EI "12
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6.2 Exercice : fleche d’une poutre isostatique en flexion

Soit une poutre de longueur L, axe x, module d’Young E, moment quadratique |, soumise a une
charge linéique g orientée suivant -y.

Déterminer I'équation de la déformée y(x) le long de la poutre.

4
P
H 2
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6.2.1 Exercice : fleche d’une poutre isostatique en flexion

Principe fondamental de la statique

L
Ryp = Rys = Q-E
Mf = Ely"

qlL L—
Mf=7n@—x)—q@—x)

Donc
Mf 1 g 1 g
"= —=— —(L.(L-x)—(L—x)% =—.=(L? — xL — (L? — 2xL 2
y' = r= e Ll =) = L =0 = o (12 = xL— (17 = 2xL +x7))
=~ L)
El'2V X
Donc

4
y—% (%—1—12L4’>+AL=
Donc
_oql’ 1
2E1 "12
Donc
q 1\ g1
y_ﬁ( 6 12" >_ﬁ 12
Pour x=L/2
q [ L* 1 L* q-13 1 L
y_2E1<6*8_E'1_6>_ﬁ'E'§
yzﬁ'ﬁ'(%_%'%_%)=%'L4%'(324_324_31864)=%'L4'£

=5 q.L* L*
Y T 384 EI
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6.3 Exercice : fleche d’une poutre en flexion

Soit une poutre de longueur L, axe x, module d’Young E, moment quadratique |, soumise a une
charge linéique g orientée suivant -y.

1/ Déterminer I’équation de la déformée y(x) le long de la poutre.

2/ La poutre est en acier. La section est pleine et carrée. Déterminer le coté a de la section pour
que la fleche ne dépasse pas 1/500°™ de la longueur L.

3/ On souhaite utiliser une poutre rectangulaire de largeur b en z, hauteur h eny. Tracer h ety
en fonction de la masse de la poutre, dans le respect du critére sur la fleche. Quelles valeurs
pour b et h peut-on proposer pour diviser la masse de la poutre dimensionnée en question 1 ?

4/ Quelle modification supplémentaire de la conception pourrions-nous opérer pour encore
diminuer la masse de la structure ?

Données :

e Module d’Young E=210 000 MPa

e Masse volumique acier 7800 kg/m?
e lLongueur L=5m

e g=2kN/m
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6.3.1 Exercice : fleche d’une poutre en flexion
1/ Principe fondamental de la statique
L
RyB = RyA = Q-E
Mf = Ely"

qlL
Mf=7.(L—x)—q.(L—x).

Donc
Mf 1 q 1 gq
"= L= — (L (L-x)—(L—-x)?) =—.= (12 —xL — (I* — 2xL + x>
I E2(1( x)— (L —x)%) EZ( xL —( xL + x%))
q 2
=— .~ (xL -
g2 =)
2 3
, q x° x
=— . |L=-"=]+4
Y = 2Er\ "2 3)+
3
q x 1
=— |[L=——.x*|+4x+B
Y 2E1< 6 12’C>Jr X
y(0) = 0 donc B=0. De plus y(L) = 0 donc
q (L* 1 q.13 1
=—— |——=L'|4+AL=0=> A= ———.—
Y 2E1(6 12 >+ 2E1 12
Donc
. q x> 1\ ql” 1
Y=2E1'\"6 " 12" ) 281 12
Pour x=L/2
g (1* 1 '\ ¢ 11
Y=2Ei\6+8 12'16 )~ 2E1 12'2
1 1 1 1 1,8 2 16 -5
yo (Aol Ly @18 2 16y a8
2EI 48 12716 24/ EI'"'2°\384 384 384/ EI'~ 384
_—5qL4
Ymax = 384 B[
- L
2/ Sil'onveut | Vimex| = 50 alors
5¢.L* L
+ 500
3841512
5¢.L° 1
32E.a* 500

32E.a* = 2500qL3
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. +[2500qL3
32E
a=9.82cm
Masse
m = pa®L

3/ Soit une section de largeur b suivant z, hauteur h.

h3
Ie, =b.—
Gz 12
On veut le méme moment quadratique pour respecter le critére de la fleche

h3 a4 3 a4
b—=-—=h= |—
12 12 b

3la
m = pbhL = pb. ?.L

On a tracé ci-dessous b en fonction de la masse m.

Dimensions d'une poutre rectangulaire en fonction de sa masse
avec respect du critére de fleche
25

20
15

10

0 100 200 300 400 500 600 700
Masse (kg)

4/ Poutre creuse
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7 Estimation des contraintes
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7.1 Exercice : traction et cisaillement d’un joint collé

Soient deux poutres en bois de section rectangulaire, collées comme le montre la figure ci-
dessous. Un effort de traction F=400 daN est appliqué.

On donne a=120mm ; b=80mm ; a=65°

Calculer la contrainte normale et la contrainte tangentielle dans le joint collé

joint collé

F
o
F
F F
<+— —>
joint collé
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7.1.1 Exercice : traction et cisaillement d’un joint collé

Soient Fn I'effort normal sur le joint collé et Ft I'effort de cisaillement
Ona:cosa=Ft/F;sina=Fn/F
La section considérée est S=a.b /sin a

Contrainte normale : Fn/S = 0.342 MPa ; contrainte tangentielle Ft/S = 0.160 MPa
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7.2 Exercice : équilibre des forces dans une section
soumise a un moment

\\\,
Soit une poutre de section S, module d’Young E, soumise S \\ *
a un moment fléchissant Mf, S
, . , 4 e \ —-";\‘
Apports théoriques : un peu de géométrie B
Hypothése de Bernoulli: les sections droites restent Po*
planes apres déformation. Mf 7
. . . e
Soit p le rayon de courbure de la fibre neutre de flexion, 7 ﬂ A 04
o /7
alors = :
\\\\ /, }z\
p.df = dx ‘\.\ e -4
/”)
2 rayon de
courbure
\
do P
[ Fibre neutre de flexion
|
|

dx

Fibre moyenne

La fibre neutre ne s’allonge pas =P p.d0 = dx = longueur d’un élément de volume

Rayon de courbure au point M : = (p +y, - ¥)
Allongement unitaire A/de la fibre au point M de cote Y : =(p + y, — ¥ )dO - pd6 = Al

£ ﬂé_/_g)’”—}’)(/()_()'“*)/)
Xy = a =

/ dx Vo)

On suppose que la fibre moyenne et la fibre neutre de flexion sont confondues, alors y, = 0 et
4
p

gx X
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De pluson a
II) 1
y x)==
p

Questions

Le moment fléchissant est donné par

Mf = ff(ﬁ AT)dS

Avec

|

Oxx

- (1)
0
P

Oy CONtrainte normale dans la section, au point P.

Questions

Q1/ Calculer OPAT
Q2/ En déduire que

La loi de Hooke, en négligeant les autres contraintes, donne
Oxx = E. 5y

De plus, les axes z et y étant axes principaux d’inertie, on a

[[ovas=c
[[as =1

Q3/ En déduire I'expression de Mf en fonction de E, Iz et y”’ (modifier I'expression de g, dans
I’expression de Mf obtenue en Q2)

Q4/ En déduire I'expression de g, (y) en fonction de Mf, Izety
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7.2.1 Exercice : équilibre des forces dans une section soumise a un

moment
0
I P
TYXOyy Z

Mf, = J‘J’ZUA,\.X(!S_;— ”yan,dS;

Exy ; ' 4
¢t oy =———= avec y point courant de la section droite.

P
Mf, = —sz% dsy + [[y? %d&‘;

z ety €tant les axes principaux d’inertie

[[vas =0 e [[yras =1,

. E l 4
MjZ:—lz avec —=y" f Yy
P o I
MY
Mf, = EI, " L |
4 7 E[z ! o
ExX /

avec y point courant de la section
ety’” dérivée seconde de I’équation de la déformée

MY,

Oy =——2%y
X 3 B¢
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7.3 Exercice : poutre creuse

L2

— e
F =-2o0N »,

Sc.c.\n'an S % ‘ I"M

2~ e”

i
P=42,C mwm

i RS 3

AB=1m ; BC=0,5m. On néglige le poids propre de la poutre.

Questions
. 7 —_—_ . . .
1. Aupoint M tel que AM = x.Xx,, écrire le torseur de cohésion dans la section
2. En déduire les différents diagrammes le long de la poutre (entre A et B)
3. Tracer, dans une section, les contraintes dues uniquement aux efforts normaux
4. Tracer et calculer, dans la section la plus sollicitée, les contraintes dues au moment

fléchissant, calculer la contrainte maximale de flexion dans une section
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7.3.1 Exercice : poutre creuse

1/ Coupure : la partie | de la poutre est la partie AM. La partie |l est la partie MBC.

Soit [Actions Il — I, le torseur de cohésion au point M (torseur des efforts internes), donc
dans la section d’abscisse x.

En appliquant le PFS sur la partie Il, on obtient :
[Actions II - Iy, = [Actions ext — 1]y,

Les seules actions extérieures sont la force en C. Son torseur en C a pour expression :

[Actions ﬁ]c

—_—

{ﬁ = —200N.%;
MC == 6

On déplace ce torseur en M

[Actions F ]M

{ﬁ:—zoozv.a?o
My, = MC AF

. [1-x\ [-200 0
MC AF = < 05 |al o |=( o
0 0 100Nm

Le torseur de cohésion dans une section d’abscisse x a pour expression :

F = —200N.%;

[Actions II - I]y, = {_, e
MM = 100NmZO

2/ Le diagramme des efforts tranchants est nul.
L’effort normal est constant et a pour valeur -200 N.
Le moment fléchissant est constant et a pour valeur 100 Nm.

3/ la répartition des contraintes dues a I'effort normal est uniforme et en tout point :

N, 200
i
T T
S = ng —Zdl? = 327mm?
o, = —0.6 MPa

Les contraintes dues aux efforts normaux ont donc le profil ci-dessous

4/ Contraintes dues au moment fléchissant dans la section la plus sollicitée
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Le moment fléchissant et I'effort normal sont constants donc toute section subit la méme
sollicitation.

Mfz- y
Oflexion — — I
z

Vs
I =27 (ds —df) = 65621 mm*

Oflexion — S 525y

La contrainte maximale de flexion a pour valeur (pour y=-d/2)

Oflexion_max — 32.4 MPa

La contrainte minimale de flexion a pour valeur (pour y=d/2)

Oflexion_min — —32.4 MPa

Il Wl -eenta

g S\/Y h?& ‘

| | M | | |
i 4}\
| | IR i Jf b 3106

' l § A . wuaﬂﬂa '
Le profil global des contraintes est la somme des profils obtenus par traction et flexion :

Omaxi = —0,6 MPa — 32,4 MPa

On voit un décalage de la ligne neutre. Calcul de nouvelle ligne neutre définie par o,, = 0
S I,

=0=>y=-046mm
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7.4 Exercice : Contrainte de cisaillement

Soit une section S carrée de coté a, contenue dans le plan (0, X, ).

y]l

v

VUV TO)
G

La section est soumise a un effort tranchant T suivant I'axe —y.

La contrainte de cisaillement en tout point d’'ordonnée y est définie par

) ="
T(Y) =—"—=<
IGz-b(y)
e S, moment statique de la section définie entre y = —a/2 ety.

e [;, moment quadratique de la section S par-rapport a |'axe
e b(y) largeur de la sectionenyy.

Calculer la contrainte de cisaillement moyenne sur la section S.
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7.4.1 Exercice : Contrainte de cisaillement

Donc

121 (y? a*\ 12T (y* a?
=T\ 7)) T e (77

Par définition, la contrainte de cisaillement moyenne a pour expression :

a
1 1zt y? a? 4 12T [y a® |2
T’"”‘E'far(y)_a'a‘*'f 2 8)Y " &6 87

121 (ad® a3+a3 a®\ 12T -2a°
tmoy =75 \28 " 16 " 48 16, a5 24
T
Tmoyz_?

La contrainte de cisaillement moyenne est I'effort tranchant divisé par la section. C'est la

contrainte obtenue lorsque I'on suppose que le champ de contrainte de cisaillement est
uniforme sur la section.
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7.5 Exercice : déformation d’un pilier sous son propre
poids

Soit un pilier vertical de masse volumique p, module d’élasticité E, de section S, hauteur H, posé
au sol et comprimé sous son poids propre.

Calculer la variation de longueur totale du pilier vertical.

Y

dx

V7777277447224
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7.5.1 Exercice : déformation d’un pilier sous son propre poids

Contrainte dans une section S, pour un effort normal F :

F
o=—
S
La déformation du pilier a pour expression
AH
£=—
H
AH :variation de la hauteur H.
Loi de Hooke
oc=EFE.¢

L’élément de hauteur dx, situé a la distance x du sommet, est soumis a la force F telle que :
F=pSxg
La déformation a donc pour expression, avec la loi de Hooke

o _pSxgl pxg
*TET " s E E

La déformation a aussi pour expression

_dx— dx’

€ dx

dx : hauteur avant déformation
dx' : hauteur aprés déformation

donc

dx' = —e.dx + dx = dx. (1 - p.x.g)

La hauteur H’ aprés déformation s’obtient en intégration dx' sur tout le pilier :

[ [ p-x.g p.x%g|" p-H. g
H’=fdx’=fdx.(1— ")=[x— : ] =H-——
0 0 0

E 2E 2E

La variation de hauteur est donc

Avec P poids du piliertelque P = p.H.S. g
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7.6 Exercice : solide d’égale résistance [5]

Soit une poutre encastrée a gauche et libre a droite, de longueur L, de largeur b, de limite
d’élasticité R,. La poutre est soumise a une force P verticale, appliquée a son extrémité.

On propose d’appliquer a la poutre une hauteur h variable telle que, dans la section d’abscisse
X

6P
" R,.b

1/ Calculer le moment fléchissant Mg (x) dans une section d’abscisse x

h2

(L —x)

2/ En déduire la contrainte maximale dans la section. Que peut-on observer ?

3/ Représenter la hauteur h de la poutre le long de la poutre
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7.6.1 Exercice : solide d’égale résistance [5]

1/
Ms(x) = —P.(L —x)
2/ Par définition, la contrainte normale dans la section S au point d’ordonnée y a pour expression

I,

Donc pour y = h/2 on a la contrainte maximale de flexion

o(y) =~

P.(L —x)-% _6P.(L—x)

Omax =TT RS T T bR
"12
Avec I'expression de h proposée dans I’énoncé on a
6P.(L —x)
Omax = 6P =R,
b. m . (L - .X')

La contrainte maximale de flexion est la méme dans toute section de la poutre et est égale a R,..
On parle de solide d’égale résistance.

3/

Supposant au contraire que la largeur & reste constante, et ré-
solvant I'équation par rapport a &, on aura, pour une valeur quel-
conque [ de L,

6P

h? =—-1
Ko
Fig. 2. Cest-a-dire que le carré de la hauteur h sera
= P S SN proportionnel a /; et la piéce qui est représentée

en plan par le rectangle ABCD (fig. 29), dont
la dimension AB = b, le sera en ¢lévation par

| I'une quelconque des trois formes paraboliques
| X, Y, Z, dontle sommet est au point d'applica-
— . B )
7 , lion de la force P,
! <P (s ; o
‘ On peul, en operant d une maniere analo-
A D

] gue , déterminer la forme des solides d’'égale re-
5 45T sistance pour toutes les manicres dont peuvent

reposer les solides, et quelle que soit la maniere dontils sont charges.
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8.1 Exercice : poutre hyperstatique

Soit la poutre de longueur L ci-dessous. Elle est encastrée en A et simplement appuyée en B
(appui glissant).

Soient Ma le moment d’encastrement en A, Xa et Ya les réactions d’encastrement en A et Yg la
réaction d’appui en B.

Q1/ Déterminer le degré d’hyperstaticité de la structure.
Q2/ A I'aide du PFS en A, montrer que
qL?

My=Y).L ———
A= 1y 2

Pour déterminer toutes les inconnues de liaison, on va apporter des équations supplémentaires
a I'aide de considérations sur la déformée.

Q3/ Déterminer I’équation de la déformée y(x) de la poutre en fonction de Ya, g, L et Ma
Q4/ Que vaut la déformée y(x) en B ?

Q5/ En déduire que

Q6/ En déduire que

Q6/ En déduire M, et Yg
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8.1.1 Exercice : poutre hyperstatique

Q1/ dg=1. Structure hyperstatique. Le PFS ne suffit pas.

Q2/ Somme des moments en B :

qL?
MA - YAL + T = 0
Q3/ Le moment fléchissant a pour expression
qx’ "
Mg = —My +Y:4.x—7 =ElLy"(x)
Donc
ElLy'() = —Myx+ 25 4% o
y(x) = 4. X 5 53

En x=0, y'(x) = 0 (encastrement) donc C=0

M, Y, x3 q x*
EIy(X)=—7X2+7.?—E.T+D

En x=0, y(x) = 0 (encastrement) donc D=0

1 My , Y, x* qx*
y<x>_ﬁ(‘7" t2 367
Q4/ en B, y(x)=0
Q5/ On sait que pour x=L, y(x)=0 donc
M Y, L3 L*
S Ay A I g
2 2 3 64
M, +Y, L_a LZ—O
AT Iy 3%

Q6/

De plus on avu en Q1 que

qL?

My =Yyl ——-
Y, —5 L
A—8q

Q7/ PFS
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9 Poutres continues
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9.1 Exercice : théoreme des 3 moments

Soit une poutre a 2 travées de longueur L; et L, soumises aux charges linéiques q: et gz

ql a2
A uummmmmmmmﬂ‘HHHHHHHHHHW -
‘ B

NN
L1 L2

<& »
< »

On suppose que le module E et le moment quadratique | sont constants le long de la poutre.
Montrer que le moment fléchissant en B a pour expression

q:1L3 + q,L3

Mp = —
5 8(Ly + Ly)
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9.1.1 Exercice : théoreme des 3 moments

2
ql ;
A II|||||||||||I||||||||||||I|HHHHHHHHHHHHM C
ALY B
L1 L2
My.Ly + 2Mg. (Ly + L) + M. L, = 6EL(Q); — Q7 )
MA = 0
{MCZO
L3
di:_QZ-TzI
L3
ng:ql'fzﬂl

QL3 + q.L13

Mg=———==
i 8(Ly + Ly)
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9.2 Exercice : poutre continue par superposition

Soit la poutre continue ci-dessous, axe x, longueur L=2m, module E, moment quadratique |,
soumise a une charge linéique g sur toute sa longueur, et a une force F en C.

La poutre est hyperstatique de degré 1.

L’axe vertical ascendant est I'axe y.

4=1000N/m F=1000N

AIII||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||Ig T |||||||||||||||||||||||||||||||A

Im Im

On propose de résoudre cette poutre continue (estimation des appuis en A, B et D) par
I'utilisation du théoreme de superposition.

Soit la méme poutre de longueur 2m uniguement portée par les appuis A et D.

Par superpositionon a :

0,5
4=1000N/m m F=1000N
ﬂll||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||%Hll||||||||||||||||||||||||||| T
C
A D
Im im
4=1000N/m =
ﬂll|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
C
D
F=1000N
a + | b

JAN C
A

YA\ c
La partie 1 étudie les fleches des cas isostatiques.

Les résultats de la partie 1 peuvent étre directement utilisés pour la partie 2.

Partie 1 : calcul des fleches pour les cas isostatiques
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1/ Dans le cas de la charge linéique seule, pour la poutre sans I'appui en B, montrer que la fleche
en x=L/2 a pour expression :

5 ql*

T AT

g=1000N/m
ﬂll|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
C
A

D

2/ Dans le cas de la force F seule appliquée en C, pour la poutre sans I'appui en B, montrer que
la fleche en x=L/2 a pour expression :

Y2 = _6ZfL'[a'(L+b)_(%)z]

F=1000N

A\ lc A

A D

3/ Dans le cas de la réaction Rg seule appliquée au centre de la poutre, montrer que la fleche en
x=L/2 a pour expression :

RgpL3
" 48EI

V3

A\ c
Partie 2 : calcul de la réaction Rg a I'appui B de la poutre continue
1/ Pour la poutre continue, que vaut la fleche au point B ?

2/ En déduire une relation simple entre y;, y, et ys.

3/ En déduire la valeur de la réaction Rs.
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9.2.1 Exercice : poutre continue par superposition

q=1000N/m F=1000N
A||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||£ (T |||||||||||||||||||||||||||||||A
im 1m
Partie 1
1/ Calcul direct de déformée a partirde M = EIy"’
2/ Calcul direct de déformée a partir de M = EIy"’
3/ Calcul direct de déformée a partir de M = EIy"’
Partie 2
1/ Pour la poutre continue, yz = 0
2/ On a donc par superposition
ity +y3=0

3/ On en déduit :

R — _ 4BEI _48EI [Fb L (E)2] 45 FL?

B=" ty2) = |eg (¢ F )_(E)]Jrﬁ'ﬁ

La connaissance de E et | n’est pas nécessaire puisque le facteur El disparait de I'expression de
Rs

Application numérique :

Ry =1937N

On peut alors en déduire les réactions aux appuis en A et D.
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9.3 Exercice : poutre continue sur trois appuis

Soit la poutre de longueur L=4m ci-dessous, reposant sur trois appuis en A, B et C.

La poutre est soumise a une charge linéique g = -1000 N/m suivant y.

WL

Partie 1 : superposition

Par superposition, en considérant que la fleche yg est nulle, calculer Ry, réaction d’appui en B
suivanty.

Partie 2 : théoréme des 3 moments

Par le théoreme des 3 moments, retrouver la valeur de Ryp calculée en partie 1.

Formulaire
Poutre sur deux appuis, longueur L, effort linéique q : fleche maximale

_ 5qL*
Ymax = T 384F]

vvvvvvvvv

k\& L]

Poutre sur deux appuis, longueur L, effort ponctuel p au centre
B PL3
ymax - 48E1
2]

.\\&\ ' e

Théoréeme des 3 moments
L L Litq Litq
M;_ —+2M-<—+ ) = =00 9
"L 6E "\6EI; ' 6El;, "l6EL,, b4 g

Effort tranchant

M;_4 i
V(x) =Vo(x) t—

i
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9.3.1 Exercice : poutre continue sur trois appuis

L,

Partie 1 : superposition

Le cas étudié est par superposition la somme de deux cas : Poutre sur deux appuis avec effort
linéique g + Poutre sur deux appuis avec effort ponctuel Ry au centre

La fleche en B est nulle donc la somme des fleches dues a chaque cas est nulle :

5qL* Ryp.L3 _ 0
384E] = 48EI
Ry = 48 x 22E _ 062541 = 2500 N
e 38 T
Partie 2 : théoréme des 3 moments
L L L L N3 N3
2 2 2 2 q- (7) q- (7)
My =5+ 2Mp [ 2=+ =4 |+ M, =— ——
aggr T M8\ 5Er TeEr | T Ve 6ET 24 24
Moment sur appuis: My = 0et M, =0
On a finalement
qlL?
M —_—
B 32
Effort tranchant :
Travée 1
_qL L—x ql? 2
V) = -5 *+33]

Donc I'effort tranchant a gauche de I'appui en B a pour valeur

V(L> = SqL = 1250N

2) 16

Travée 2

L—x ql? 2
2 32 L

Donc I'effort tranchant a droite de I'appui en B a pour valeur

qL
V =——q.
(x) 7 4
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qL qlL qlL? 2 5qL
O)=—+———.—=———=—1250N
Vo 4 +16 32 L 16
Par conséquent, on a

Ryp = 1250 — (—1250) = 2500 N
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9.4 Exercice : rotation a un appui

Soit une poutre de longueur L, posée sur deux appuis Ai.; et Ai.

¥y
F
v ¥y

Montrer que, w(0) rotation de la poutre au niveau de I'appui Ai.1, a pour expression :

P. L2
16EI

w(l) =—
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9.4.1 Exercice : rotation a un appui

W

<

Y

B | il
= -

'rﬂra
=

Soient X, et Yy, les réactions en X et Y au niveau de I'appui Aiet X,,  etY, _ réactionenXet
Y au niveau de I'appui Ai.1.
Par symétrie,

XAi = XAi—1 =0
P
Var = Xap, = o
Le moment fléchissant dans une section d’abscisse x a pour expression :

M (x) = EL.y" (x)

Dans la partie [0 ;L/2]

Mf=—P.<£—x))+£.(L—x)=—E+Px+ﬂ—&=&
2 2 2 2 2 2
Donc
., Px
Y T 2E
Donc
., P x?
y =m.7+A
La rotation est la dérivée de la fleche y donc
Yy =w

Conditions aux limites : w(L/2)=0 donc

(L)_ P 1 L2+A—O
w = ‘2% =

2 2E1
Donc
_ P x* P.L?
2E1" 2 16EI
Donc en x=0,
0 = P.L?
©(0) =~ 15k

NB : pour la fleche en x=L, il faut changer I'expression du moment fléchissant :

P
Mf:E.(L—X)
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On obtient

W = P L x2 3 P.12
O =0\ T "16E]

p.12
w(l) =TeE

107




F. Menan

9.5 Exercice : rotation a un appui

Soit la poutre isostatique ci-dessous sur deux appuis en A et B, soumise a un moment Mg en B.
Calculer les rotations w4 et wg en A et B.

On pourra écrire le PFS pour déterminer les appuis en A et B, en déduire le moment fléchissant
dans une section d’abscisse et enfin la relation entre le moment fléchissant et la déformée y(x).

On sait que la rotation dans la section d’abscisse x est la dérivée de y(x) par-rapport a x.
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9.5.1 Exercice : rotation a un appui

MenA:
MB+YBL=0
Donc
Mpg
Yp = ——
B L
2Feny:
YA+YB:0
Donc
Mpg
Y, =
AT

Moment fléchissant :

Mg x
Mf(x) =MB+YB(L—X) =MB —T(L—x) =MBZ

Donc
. 1 x
y =:E7'A4B'Z
Par intégration,
, 1 Mp x?
Yoz Tl
Condition aux limites :
K; = wy
Par intégration,
1 Mg x3

y =E,T.Z+(DA.X+K2
Condition aux limites : y(0) = 0 donc K, = 0. y(L) = 0 donc

Mg.L
6El

Wy =

De plus,
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10.1 Exercice : tableau des intégrales de Mohr

Retrouver les résultats donnés dans le tableau ci-dessous

[ my.mic)

i T
L L
. ————
m,(x)
[ MM, Livwm
M, g 2
I
- "] k Livwm Lo
5} T 3 J
—2
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10.1.1 Exercice : tableau des intégrales de Mohr

Case 11 : Deux rectangles
fmj(x).mi(x) = fMi.M]-dx = M;. M;.[x]§ = Mi.Mj.L
0
Case 21 et Cas 12 : un triangle et un rectangle

x2] 2\ _1
Case 22 : deux triangles dans le méme sens
L L
X X 2x  x?
fmj(x).mi(x) = fMl-.(l _Z)Mj (1 _Z) dx = ML-.Mj.f 1 _T+ﬁ dx
0 0
2 4371t

X 1 1
jmj(x).mi(x) = MlM] [X - T + ﬁ] = MLM] (L —L +§L) = §LMLM]
0
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11 Treillis isostatiques
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11.1 Exercice : treillis 1 [6]

Les nceuds sont numérotés de | a VI. Une force P = -3 Tonnes est appliquée au nceud V.
1/ Déterminer les réactions d’appui en A et B

2/ En déduire les efforts dans les barres 1a 9

: ¥ 4 Yl
f i ' v’ i
o ba i d ;
e ¥ : - ki e Ll

[/f ( “.4 ‘." 1[) - ’I-"f; |
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11.1.1 Exercice : treillis 1 [6]

Mesurés a 1I’'échelle des forces, on a les résultats ci-dessous (compres-
sion -, traction 18-
Jarres 1

............ 2 3 | 5 6 7 8 0
Efforts en tonnes. .. ) . 2.4 1 | 2.4 2 ] | 1,5
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11.2 Exercice : treillis 2 [6]

Soit le treillis articulé ci-dessous. Les barres sont surabondantes et on ne peut pas déterminer
les efforts normaux dans toutes les barres avec seulement I’équilibre des nceuds.

On peut cependant, par I'équilibre des nceuds, calculer Ny, Ny, Ng, N1 en fonction de P et Q.

1. Appliquer le PFS pour exprimer les réactions Y, =V, et Y5 = V; en A et B en fonction
des efforts P et Q
2. Exprimer Ny, N, Ng, N1 en fonction de P et Q.

P ! . ”~ p

”~ ) y
o N ) \

s ”~ N ~

p : ] ”~ \’ \\
2L 4 ~ Y N
—e -
4 =
! R0 AR e DR LT

/v’

\

.

|
-~
-~

116




F. Menan

Exercice : treillis 2 [6]

11.2.1
\ : =
‘,
' ’ : /; t \
[P J.
/: ; ‘( i 4 ’ g ’.
o 4 { = -4
: )f‘ll ‘ Y
oot ) 0
1/ PFS
Y,+Yy,—P—Q=0
Yy.3L— P.L—2Q.L =0
P+20 2P+ Q
BT T3 AT T3
2/

Equilibre du nceud A
—Nj.cosa—N, =0

—N;.sina+Y, =0

Y,
Nl = — A
sina
Y
N, = —Nj.cosa = —
tan o

Equilibre du nceud B
Ng.cosa + N =0

—Ng.sina+ Yz =0

Yp
N9 = —
sina
Yp
10 tana
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12 Exercices de synthese
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12.1 Exercice : fleche d’une poutre console

La fleche maximale § d’une poutre console sollicitée par une force F a son extrémité a pour
expression :

FL3

3EI

L : longueur de la poutre ; E : module d’Young et | : moment quadratique

Q1/ Retrouver ce résultat a I'aide de la formule M (x) = EIy" (x)
Q2/ Retrouver ce résultat par le théoréme de la charge unitaire

Q3/ Retrouver ce résultat par la méthode des déplacements

A LAY,

119




F. Menan

12.1.1 Exercice : fleche d’'une poutre console

FlB

5 x

~<<

A/ AN
p

Q1/ Par la loi de comportement de la poutre en flexion
My (x) = EIy" (x)
Or
Me(x) = —F.(L —x)

Par intégration on obtient

F
y(x) = —@.xz.@L —x)
& =y(L)

On a bien

FL3
3EI

Q2/ Par le théoréme de la charge unitaire

On applique une charge unitaire au point ou I'on cherche le déplacement.

|

YA i

N
™ s
=
—
[EEY

aw 1
5 == = J‘E.M()Mldx

E et | sont constants entre 0 et L donc :

1
T OF '

L

1

Ef MoMydx = —.=.L.(=FL)(L)
0

W] =

El

_ FP?
3El

Q3/ Par la méthode des déplacements

Soient A le point d’encastrement, B I'extrémité de la poutre et S la section de la poutre.

120




F. Menan

Encastrement en A donc pas de degrés de libertéen A:uyy, = 0;uy, =0; w4 =0

Hypothese de longueur de poutre invariante : u,5 = 0.

EA 0 0 EA 0 0
L L
12E1 6EI 0 12EI 6EI
Xap L3 L? L3 L? 0 X,
Y 6El 4EI 0 6El 2EI 0 Y,
Mpp | _ L* L L L 0 L] Ma
Xpa EA 0 0 EA 0 0 0 0
\YBA/ L L Uyp \ F /
Mgy 12EI 6EI 12EI 6EI wpg 0
O T T 2Lz
6EI 2EI 6El 4EI
L? L L? L
Par conséquent,
12E1 6EI
YBA = THYB - L_z(,()B + F
6EI 4E1
BA = ~ 7 Ure +TCUB
Equilibre du nceud B
YBA = O
MBA = 0
L’équation pour Mg, donne
3 uyp
YB=5 7L

Donc dans I’équation pour Yz 4 on obtient :
12E1 6El 3 uyg
IR G S
(12E1 — 9EDuyp = FL3

Aprés arrangement des termes on a bien :

FL3
Uyp = —ﬁ
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