F. Menan

Exercices corriges de
Résistance des Materiaux

—
e s o s 1

IVE _____ \q\\y :
| {jﬁ @ %ﬁ@ 5~ of =
\A\ .
https://lesdocsduprof.com/
fmenan@cesi.fr
Mars 2026



https://lesdocsduprof.com/
mailto:fmenan@cesi.fr

F. Menan

Liste des exercices

1 CARACTERISTIQUES DES SECTIONS .....ittuuietteeniertenniereenncerennssersnnseessnsssessnnssessnsssessnnsssssnnsssssnnsssssnnnes 4
1.1 EXERCICE : CENTRE DE GRAVITE D UNE SECTION .vvveeiieiiuurereeeeeeeiinrereeeseeesesisnreeeseessessssesesesesemnssssseesesesns 5
1.2 EXERCICE : MOMENT QUADRATIQUE DE DEUX SECTIONS ..ceeeeeeeeeerereeeiereeereeereeeeeneeeeeeeseeeeeseeeeeseneeenesaesesenes 8
13 EXERCICE : CENTRE DE GRAVITE ET MOMENT QUADRATIQUE D’UNE POUTRE EN l.cceeeiieiiiiiiieeeeeeceiinieeee e, 10
1.4 EXERCICE : CARACTERISTIQUES D'UNE SECTION EN | coveviiiiiiiiiiiiiiieiiieeccccccccccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
1.5 EXERCICE : MATERIAUX € SANDWICHS M .veieieieieieieieieieieieieieieieieiesennns
1.6 EXERCICE : RESISTANCE EN FLEXION D’UNE SECTION LOSANGE

2 DEGRE D’HYPERSTATICITE ..cuuitteeierteenierrennereenssereenssesesnssesssnssesssnssssssnssesssnssesssnssesssnssssssnsssennssses 19
2.1 EXERCICE : DEGRE D HYPERSTATICITE vvveeeeeieurureeeeeeeieirureeeeeeesenissreeseeeesemsssresssesesemsssssssessesesmssssssessesenns 20
2.2 EXERCICE : DEGRE D'HYPERSTATICITE [2] coeietrrreieeeeeiiiiireeeeeeeseiitteeeeeeesesnnraeeeeeeeessssranseeseeesnssssseseeeenas 22
2.3 EXERCICE : DEGRE D"HYPERSTATICITE [2] 1eeieuteeeiiiieeeiiieeeeiieeessiteeesnteeeessteeessnneeesnneesesnseeessnnseessnnsees 25

3 ESTIMATION DES EFFORTS ET MOMENTS.....ccccietttmiiiiennieniennieniensiesianssssssnssesssnssssssnssssssnssssssnssssss 27
3.1 EXERCICE : MOMENT D UNE FORCE c.eeieieieiiieieieieieieieteieieieeeeteeteteteeeeeseteeeteseseeeeeseeeeeseseteseeeseeeeeeeeeseeeens
3.2 EXERCICE : SOLIDE SOUMIS A UN SYSTEME DE FORCES.....uuvreeeeeeieiurreeeeeeeeesinreeeeeeesessssssseesesesssssssseseesenns
3.3 EXERCICE - PORTE COULISSANTE .eeieieieieieieieeeieiesesereseseresesesesesesesesesesesesesesesesssesssssesssssesesseeseseeenseseees
34 EXERCICE : EFFORT TOTAL DU A UNE CHARGE REPARTIE
3.5 EXERCICE : POUTRE SOUMISE A SON PROPRE POIDS .eeeieieieieieiiieeeieieieeeieeeeeieseeeeeeeseeeeeseseeeseseseeeseseeesenens

4 PORTIQUES ISOSTATIQUES .....cceuuerieenerrennerrennsereenssereenssessenssessenssesssnssesssnssesssnssesssnssesssnssessanssnes 39
4.1 (e ol S -To 3 1 (o [V 40
4.2 (e ol S -To 3 1 (o 1V 42

5 POUTRES ISOSTATIQUES EN FLEXION .....ccuciiituniiiiennieiienneiiensieniensiesianssesssnssesssnssssssnssssssnsssssanssnss 45
5.1 EXERCICE : POUTRE ISOSTATIQUE «eeeieieieieieieeeieieieieieieseseseseeeeesesesesesesesesesesesesssssssssssssseesesesessseeesesaeeens 46
5.2 EXERCICE : POUTRE ISOSTATIQUE ..eeeieieieieieieeeieieieieieieseseeeseeeeesesesesesesesesesesesesssesssssesssesesesesesesesenensenens 48
5.3 EXERCICE : POUTRE ISOSTATIQUE ...itttuiettieseeitieeetttieeettusestteesssnnesessnesessnesessnnessssnesessnesesssnnesssnneesssnns 50
5.4 EXERCICE : POUTRE SUR DEUX APPUIS, CHARGE LINEIQUE CROISSANTE ..cceevieeeieieieieiiieieieieeeieieeeeeeeeeeeeeneeeens 53
5.5 EXERCICE : EFFORT DEVIE
5.6 EXERCICE : MOMENT FLECHISSANT DU A UNE CHARGE LINEIQUE CONSTANTE ...uuvvvreeeeeeiitrrreeeeeeesennnnreneeeenns 59
5.7 EXERCICE : MOMENT FLECHISSANT DU A UNE CHARGE LINEIQUE NON CONSTANTE ..ceceeeiiutrrrreeeeeesinrnreeeeeeenns 61
5.8 EXERCICE : MOMENT FLECHISSANT, POUTRE SUR DEUX APPUIS, CHARGE LINEIQUE VARIABLE .........cccovvveeeennnn. 63
5.9 EXERCICE : POUTRE EN FLEXION : INFLUENCE DE LA POSITION DE L'APPUL.....ccovuvrrrrreeeieiiirereeeeeeessnnereeeseeenns 65
5.10 EXERCICE : POUTRE SUR DEUX APPUIS AVEC CHARGE LINEIQUE VARIABLE
5.11 EXERCICE : POUTRE ISOSTATIQUE ...iittuiettieieettieeettteeettusessteesstnnesessnesesssessessnnessssnesessnsesssnnesssnnessssnns

6 TREILLIS ISOSTATIQUES .....ceuuiitieeereeeneereeesiereeeseereesseerenssessesssessenssssssnssssssnssssssnssssssnssssssnssesssnssnnes 72
6.1 EXERCICE S TREILLIS L [B]1vreeeeeeeieurrreeeeeeeieiitreeeeeeeseitnrreeeeeesesassaeeeeeeeesansrseseeessessssssnsessssesassnsseeeeeesnn 73
6.2 EXERCICE S TREILLIS 2 [B]1vveeeeeeeierrrreeeeeeeieitnreeeeeeeseetnreeeeeeesesssnsesseeeesesssrssseeeesessssssssessssesasssssseseeeennn 75

7 LOI DE COMPORTEMENT D’UNE POUTRE EN FLEXION .....cc.uceiiiieeeenneeeereeneennsneeeeeeeennnsseesssseennnns 77
7.1 EXERCICE : FLECHE D’UNE POUTRE CONSOLE SOLLICITEE EN FLEXION .eeeeieeeieeieieiieiieieieeeeieieeeeeeneeeeeeeeeeeeeens 78
7.2 EXERCICE : FLECHE D’UNE POUTRE ISOSTATIQUE EN FLEXION ..ciiiiieiiieiiiiieiiieieiieieeieeeieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeneeeeeens 81
7.3 EXERCICE : FLECHE D UNE POUTRE EN FLEXION 1eieieieieieieieieieieiiieieieieeeeeeeieeeieeeeeeeeeseeeeeseeeeeeeseeeeeseeeneeeeees 83

8 ESTIMATION DES CONTRAINTES .....cccuiitttuiertennereennereennsereenssessenssesssnssesssnssesssnssesssnssesssnssssssnsseses 86
8.1 EXERCICE : TRACTION ET CISAILLEMENT D UN JOINT COLLE vvvvvveeererurrreeeeeeeeeinnreereeeesenssrsreeeeeeessssssseseeeenns 87
8.2 EXERCICE : EQUILIBRE DES FORCES DANS UNE SECTION SOUMISE A UN MOMENT ....ccevvieeeeieeeeeeeeeeeeeeeneeeeeenn, 89
8.3 EXERCICE 1 POUTRE CREUSE ..ieiiieieieieieieieieiesesesesesesesesesesesesesesesesesesssssesssesesesesssssssssssesssesssssssssssesseeens 93
8.4 EXERCICE : CONTRAINTE DE CISAILLEMENT ..evvvuuuueeeeererersneieseeeresssnnaesessssssssneeesessssssmnnneesessssssnnnneesessssses 96




F. Menan

8.5 EXERCICE : DEFORMATION D’UN PILIER SOUS SON PROPRE POIDS .....vveeeiuvreeeeereeeenneeeesnnneesssseeessssnessssnsees 98
8.6 EXERCICE : SOLIDE D’EGALE RESISTANCE [5] «evtttiiiiieiiiiireiiieeeeniieeesstteeesiaeessniteeessaaeeesbaeessnaseessnnes 100
9 SYSTEMES HYPERSTATIQUES .......ciiiiiiiiiiiiisssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 102
9.1 EXERCICE : POUTRE HYPERSTATIQUE «.eeieieieieieieieieieieieieeeeeeeee e e eeeeseeeeeeeseseseeeseaeeeeeaeeeseaesesesenasananasananas 103
10 POUTRES CONTINUES.......ccccotttiiiiiiisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 105
10.1  EXERCICE : THEOREME DES 3 MOMENTS ..utvteeeuereeerureeesnureresanreeesauseeessuseresasseessasseesssnsesessnsseessnsseesnn 106
10.2  EXERCICE : POUTRE CONTINUE PAR SUPERPOSITION ....eeeeeiurerersereeesnreeeanureresasneeesanseesssnseressnseeeessnneeens 108
10.3  EXERCICE : POUTRE CONTINUE SUR TROIS APPUIS ..uuuveeeeiurerernireeesiureeessureressnneessnseesssnsesessnsseessnseeesas 111

104 EXERCICE : ROTATION A UN APPUI
10.5 EXERCICE : ROTATION A UN APPUI

11 METHODES ENERGETIQUES........ccoiiiiimniiiiiininiinniiieiiiissssnieeesisssssssmeeesissssssssseeessssssssssssane 118
111 EXERCICE : TABLEAU DES INTEGRALES DE IMOHR ... iuiieteteeee e ettt e e e s et e e e s e re e e s e ssnnneeeee s e e 119
12 EXERCICES DE SYNTHESE .........coiiiiiiiiiiiiiissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 121
121 EXERCICE : FLECHE D'UNE POUTRE CONSOLE 1..vteuveesureessreessreesseessseessseessseesnsessssesssseesssessssesssessnsessanes 122
13 REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES ........uuutiiiiiiiiieniitiininsennnissnnssssssssssssssssssssssssssssssssssnssanns 125

Couverture : image générée par 1A




F. Menan

1 Caracteristiques des
sections
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1.1 Exercice : centre de gravité d’une section

Soit la section ci-dessous.
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Fig. 4. 31

Figure 1. Référence [2]

1/ Déterminer le centre de gravité G de la section en considérant que G est le barycentre des
centres de gravité de chaque surface élémentaire, pondérés par 1’aire de la surface

2/ Déterminer le centre de gravité G de la section ci-dessous a 1’aide des moments statiques
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1.1.1 Exercice : centre de gravité d’une section

Par symétrie, on a x; = 0. Dans les questions 1 et 2, on cherche donc seulement y,;.
1/ la définition du centre de gravité appliquée a un ensemble de solides donne
S;.0G, + 5,.0G, + S5.0G3 = (S; + S, + S3).0G
S, est la surface ABCM. S, est la surface LDEK. S5 est la surface JFHI
On a donc
300y, + 150y, + 200y, = 650y¢
D’apres la géométrie des sections, yg, = 42,5 mm; yg, = 20 mm; y;, = 2,5 mm.

Finalement

Ve = 25mm

2/ Par les moments statiques

i 502 352
Siox = ff ydxdy = 20 X - 5= 12750 mm3

So0x = ffydxdy =5X - 3= 3000 mm

52
S30y = f ydxdy = 40 X > = 500 mm?3

On a donc
_ 12750 + 3000 + 500 _ e
Y6 = 650 —comm
Remarque

On pouvait aussi retrouver la position de G avec deux méthodes graphiques.

e Par statique graphique
e Par la représentation graphique de la formule ci-dessous

510—Gl)+520—02)+530—03) = (Sl +52 +53)0_G)
1/ Par statique graphique

Des détails sur la méthode peuvent étre trouvés dans le cours de statique graphique.
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On mesure bien y; = 25 mm.

2/ Par la représentation graphique de la formule du barycentre
S;.0G, + S,.0G, + S5.0G3 = (S; + S, + S3).0G
300.0G, + 150.0G, + 200.0G; = 650.0G
En divisant chaque terme par 300 il vient :
13

1 2
0G, +-.0G, +-.0G, = —.0G
145,06 43.06s =

En prenant un point O n’importe ou sur le schéma on peut tracer la construction ci-dessous :

. — .
;1 A partir de O, portons donc CO;Gy puls
—_—
: —p 2 —
Gl ah &&= LE et @G =306
\\\
N . ——n _ 13 ~—=2
s \ On obtient : 016Gy = = 06
& G - S e _
4 t——" D'odi G 3 l'intergection de l'axe de
0 -"‘"A&tr symétrie et .de 0:G).
i .
\\ G On mesure 0G # 25 mm.
i
N
-
[ G J Ko

b

On mesure bien y; = 25 mm.

Remarque : pour simplifier les calculs, on aurait pu choisir O = G;.
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1.2 Exercice : moment quadratique de deux sections

Soient les deux sections ci-dessous de centre d’inertie G.

Déterminer 1’expression de I;, moment quadratique par-rapport a I’axe Gz pour les deux sections.

On rappelle que
Ig, = ff y*dydz

Diameétre D
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1.2.1 Exercice : moment quadratique de deux sections

Section rectangulaire

b h h 3 I3
2 2 id
1 =ffy2dydzz fdz fyzdy:b al =b —(7) +—(7)
Gz 13| n T\ 24 7 24
b _h 2
2 2
bR
Gz — 12
Section circulaire
R 21
Ig, = ff r?c0s%0.dS = ff r?cos?0.rdrd@ =ff r?cos?6.rdrdf
00
) 1+ cos26
cos“g =——
2
. 1* 0 sin26 ZH_R4 2T
o= 7| 0+ >]0 =77
0
mR* B nD*

l. = -
Gz 4 64
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1.3 Exercice : centre de gravité et Moment quadratique
d’une poutre en I

Soit une poutre constituée d’une section en I, centre de gravité G, de masse volumique homogéne.
1/ Calculer les coordonnées du centre de gravité G de la section ci-dessous.
2/ En déduire le moment quadratique I, de la section S par-rapport a I’axe Gz.

Les dimensions sont données en mm.

‘ 30
20
y A
400
‘ 15
I 15
(@) - » ] z
200

10
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1.3.1 Exercice : centre de gravité et Moment quadratique d’une
poutre en |

On divise la section en 3 sections rectangulaires (300x20,15x400,200x15).
1/

_ S$1Y61 + S2Y62 + 5363
S1+ S5, + 53

Ye = 257,5mm

Par symétrie, z; = 150 mm

2/ On calcule le moment quadratique des 3 sections par-rapport a I’axe z passant par leur centre
de gravité puis on en déduit le moment quadratique par-rapport a Gz a ’aide du théoréme de
Huygens.

I, = 4,4693.108mm*

11
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1.4 Exercice : caractéristiques d’une section en |

Soient les sections A et B constituées du méme matériau de module E.

A B
zZ
Z
£ le
£ >y | E
o~ o~
4 mm
£
4 mm

Figure 2. Référence MOOC ENS Cachan

Q1/ Montrer que la raideur en traction de la section B est 1.25 fois plus grande que la raideur de
la section A

Q2/ Montrer que le moment quadratique 1,5 de la section B est 7.25 fois plus grande que le
moment quadratique de la section A

Formulaire
Loi de Hooke en traction uniaxiale

oc=E.¢
De plus
F
=3
AL
=1
Donc
E
F = Z.S. AL
Donc la raideur d’une poutre en traction est
E
E .S

12
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1.4.1 Exercice : caractéristiques d’une section en [

1/ Les deux poutres ont méme longueur et module E. La section Sg (10mm2) est 25% fois plus
grande que la section Sa (8mm2) donc la raideur en traction augmente de 25%.

2/ Section A
4 %23

Ly = B ~ 2.7mm*

Section B
IyB = Iyl + Iyz + Iy3

Par le théoréeme de Huygens :

4 x 13 2 4
ly; = 17 +15°*x4x1=93mm
Iyl = Iy3
1%23
Iyz =
12
Par conséquent,
3
o (Bl s2aa01)+ S
yA 12 12
" = g =7.25
B =
g 3

13
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1.5 Exercice : matériaux « sandwichs »

Les matériaux « sandwichs » sont des matériaux composés d’une ame centrale entourée de deux
peaux, ou semelles. lls présentent un excellent rapport poids/résistance et poids/rigidité en

flexion.

On propose dans cet exercice de retrouver les valeurs données ci-dessous concernant la rigidité et

la résistance en flexion de trois sandwichs de différentes épaisseurs.
Questions

La figure ci-dessous donne les rapports entre la rigidité en flexion (moment quadratique 1z) d’une

poutre d’épaisseur t et celle d’un sandwich d’épaisseur 2t et 4t.

Retrouver les rapports de 7 et 37 donnés.

Properties Solid material Core thickness

t
1 ! | — }
2t JE 4t (LU gt
L] |l e
Stiffness 1.0 7.0 37.0
Flexural
strength 1.0 3.5 9.2
Weight 1.0 1.03 1.06

Doc. HEXCEL

O

Technigues de Fingénieur AMS141

.
d= C+2t

:i.

]

oS

Figure 21 - Poutre sandwich sur deux appuis chargée au centre

14
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1.5.1 Exercice : matériaux « sandwichs »

b.(2t)> 8b.t> 2
zZ = ( ) = = —, b t3
12 12 3

b.t3
Iz=2 ETh +b.t.(1,5t)* )| =7.=.b.t3

2
3
Iz=2 b't3+bt(35t)2 —372 b.t3
zZ = 1 .t.(3, =37.3.b.

15
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1.6 Exercice : résistance en flexion d’une section losange

On dispose d’une poutre a section carré de c6té h. On se demande s’il est préférable de la disposer
« en carré » ou « en losange », pour optimiser sa résistance a la flexion.

Ay 4y

v

1/ Calculer le moment quadratique I, par-rapport a I’axe Gz, pour chaque section

2/ Le seul calcul du moment quadratique permet-il de conclure sur la résistance en flexion des
deux sections ?

16
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1.6.1 Exercice : résistance en flexion d’une section losange

1/ Section « en carré » :

"
Igz = Hyz dzdy =
D

Avec
h
2

N| &

h h
D={Z:y}€R2/—§SZS§et— <y<

Section « en losange » :
I, = 4.1

Avec I I’intégrale d’un quart de losange telle que

1= ffyzdzdy
D

Avec
D={zy}eER?/0<z< h to<y< +h
= 1Z; <z< —e <y —Z+4+—
Y N N3
h h
ﬁ (_Z+\/_i \
h4
I = 2dy |dz = —
f \ f Y y/ d 48
0 0
Donc
h4
lg, = —
Gz 12
2/ Section « en carré » :
Mf-Ymax
Omax = — I
A
Avec
ymax 2
Donc
6
Omax _Mfﬁ
Section « en losange » :
Mf-)’max
Omax = — Ig
Z
Avec
B h
ymax \/7

17
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Donc

6v2

Omax = _Mf-F

La contrainte maximale sera plus forte dans la section posée « en losange » malgré un moment
guadratique égal a la section carrée.

18
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2 Degré d’hyperstaticite
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2.1 EXxercice : degré d’hyperstaticité

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, interne et externe des structures ci-dessous.

SuaeNan

A A
A B

¥ e wa—
y l F
N .

N

\z i

F

20
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2.1.1 Exercice : degré d’hyperstaticité

de di dg
LLLEEET
) 3-3=0 0
lllllll 24+1+1-3=1 1
A A A
li = 0
ol 3-3=0 b=1 0
0—(3x1-3)=0
5 “ .| 3232 2
-
a1l 3+3-3=3 3

21
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2.2 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, externe et interne de la structure ci-dessous.

\g\\\\\ﬂ&

WA

22
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2.2.1 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Degré externe

| d,=3+2-3=2

Degré interne
On voit en effet que deux liaisons pivots donnent une réaction d’appui en trop sur la structure.

di=1,+(3bh—-3)=2-(3x2-3)=-1

l; - nombre de liaisons internes. Liaison pivot : [; = 2

b : nombre d’éléments. b = 2

La structure est hypostatique intérieurement. On voit en effet que la structure seule, non reliée au
mur, a un degré de liberté : la rotation au niveau de la liaison pivot.

Degré global

d=d,+d;=2-1=1

La structure est globalement hyperstatique de degré 1.
Il va manquer une équation pour déterminer toutes les inconnues de liaison.

On peut modéliser le probléme comme ci-dessous :

MA
Y,
;;Z\ Fm C)
1 _1
=
7
:,;
=
A
Enisolant 1 on a
X, +Xp=0
Ya+Y; =0
My +Yz.AB =0
Enisolant 2 on a
Xg+Xc=0
Yg+Y. =0

Somme des momentsen C : Yg.a — X5.b =0

23
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Remarque : cette derniere équation donne
Xg a .
— =-—=tana
Y5 b

Ce qui transcrit bien le fait que la piece 2 étant une barre articulée soumise a deux forces, ces
forces ont pour direction 1’axe de la barre.

On a bien au total 7 inconnues pour 6 équations.

24
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2.3 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

Déterminer le degré d’hyperstaticité global, externe et interne de la structure ci-dessous.

25
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2.3.1 Exercice : degré d’hyperstaticité [2]

d,=2+2-3=1
di=l+(3Bb—3)=24+2-(3x2-3)=-2

l; - nombre de liaisons internes. Liaison pivot : [; = 2

b : nombre d’éléments. b = 2

La structure est hypostatique intérieurement. On voit en effet que la structure seule, non reliée au
sol, a deux degrés de liberté : les rotations au niveau des deux liaisons pivot.

Degré global
d=d,+d;=1-2=-1
La structure est globalement hypostatique de degré 1.

26
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3 Estimation des efforts et

moments
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3.1 Exercice : moment d’une force

-

Soit une poutre encastrée dans un mur au point B(0 ;0 ;0) et soumise a une force F=-F.Z
appliquée en A (L, ;L, ;0).

N

X

Déterminer en B le moment de la force F exercée en A.

28
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3.1.1 Exercice : moment d’une force

Moment en B d{ & la force F en A

Wiy (F) = W,(F) + BAAF

Or le moment en A d & la force en A est nul : M, (F) = 0 donc

— = —_ = Ll
Mg(F)=BAAF = (Lz)/\<

0

0
0
—F

)|

—F.L,
F.L,
0

)

29
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3.2 Exercice : solide soumis a un systeme de forces

Partie 1 : solide soumis a deux forces

Soient 2 forces F, et F, appliquées aux points A et B d’un solide & 1’équilibre.
En écrivant le principe fondamental de la statique, que peut-on dire de ces deux forces ?

—

Fg

Fa
Figure 3. Exercice : solide soumis & un systeme de forces
Partie 2 : solide a I’équilibre soumis & trois forces
Soient 3 forces F,, Fp et F, appliquées aux points A, B et C d’un solide a 1’équilibre.

En écrivant le principe fondamental de la statique, que peut-on dire de ces trois forces ?

e

Fp

Fy

Figure 4. Exercice : solide soumis a un systeme de forces

30
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3.2.1 Exercice : solide soumis a un systeme de forces

Partie 1

A I’équilibre on a :
Fi+Fp=0 (1)
ABAF; =0 2)

(1) indique que F, et F ont une méme direction, une méme amplitude et des sens opposés.

(2) indique que AB et F; ont méme direction, donc la force F5 a pour direction la droite AB.

Finalement, les deux forces ont pour direction la droite AB. Elles ont méme norme et sont de sens
Opposé.

Partie 2

Soit un solide a I’équilibre soumis a 3 forces appliquées en A, B et C, le PFS donne :
Fy+Fg+F =0(1)

AB AFy +AC AF, =0 (2)

Le vecteur AB A Fp est normal au plan (4B, Fp). Le vecteur AC A F, est normal au plan (AC, F.).
(2) montre gue ces vecteurs sont opposés donc les forces E et F? sont dans le plan ABC.

(1) montre gue la force F, est également dans ce plan. Donc les 3 forces sont coplanaires.

Si F_B) et F_C) ne sont pas paralléles. Soit I leur point d’intersection. L’équation du moment statique

écrite en | montre que le support de la force FA’ passe également par |. Donc les 3 forces sont
concourantes.

Si F_B> et F_g sont paralléles, alors (1) montre que E{ est paralléle aux deux autres. Les 3 forces sont
paralléles.

Pour conclure, si un solide est en équilibre sous 1’action de 3 forces, ces forces sont :

e Coplanaires (dans un méme plan)
e concourantes en un méme point ou paralleles
e de somme vectorielle nulle
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3.3 Exercice : porte coulissante

Soit une poutre coulissante composée d’un panneau 1 de poids P (P=3000 N) dont les dimensions
sont 3000x5000, de deux galets 2 et 3 et d’un rail 5.

Les dimensions sur le plan sont en mm.
On néglige I’épaisseur de la porte dans les calculs de moments.

La porte est en appui en A et B sur le rail 5 par ’intermédiaire des galets 2 et 3. Le rail est scellé
dans le mur 0. L’ensemble coulisse librement le long du rail posé horizontalement.

La stabilité de la porte est assurée par le galet 4. L’axe de ce galet, vertical, est scellé¢ dans la sol
0. Le contact avec le panneau est effectué en C.

On suppose que les liaisons sont sans frottement. La résistance au roulement des galets est
négligée.

Q1/ Calculer le degré d’hyperstaticité du probléme

Q2/ Déterminer les actions mécaniques s’exergant sur la porte
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3.3.1 Exercice : porte coulissante

Q1/ Bilan des actions extérieures sur S

[Poids — S]; ( )
P
X4
[Rail — S], < >
[Rail — S]g ( >

Zp
Xc
[Galet 4 — S]p < >

5 inconnues et 6 équations (on est dans 1’espace)
D=-1, systeme hypostatique car la porte est libre en Y
Q2/ On isole le portail + galets 2 et 3. S = {portail + galets 2 et 3}.

Le systéme a I’équilibre donc selon le principe fondamental de la statique :
Y E=0

XA+XB+XC:0
ZA+ZB—P:0

21\7:6

Donc

De plus,

Donc somme des moments en A =0.

Moment en A di a I’action du rail en B :

Xp
MA(rail enB) = MB(rail enB) + AB A ( 0 )
Zp

-

MB (railenB) =0

SZB
MA(rall enB) = < > ) ( >
3X;,

Moment en A di a I’action du galet4 en C :

~ - L [Xe\ (02 [X\ 0
My (galet 4) = MB(galet4)+AC/\<0 ) = ( 0.5 )/\(0) = 0+< —-3X. )
0 -3 0 —0.5X,

Moment en A di au poids :
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. —0.2 0 —-1.5P
My (poids) = ( 1.5 >/\( 0 ) = (—O.ZP)
—P 0

-1.5
Donc
37, —15P =0
—3X,—02P =0
—3Xz — 05X, =0
Finalement,
Zg = 0.5P = 1500N

Z, = —Zg + P = 1500N

0.2
Xc = ——P = 200N

goo 05X 0502, .
PT3 T 373 7

—Xgp — X¢c =—33+200=167N
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3.4 Exercice : effort total d0 a une charge réepartie

Soient deux poutres de longueur L, d’axe x, encastrées a une extrémité.
L’une est soumise a un effort linéique constant q tout le long de la poutre.

L’autre est soumise a un effort linéique tel que g=a.x avec a constante réelle positive et x=0 au
niveau de I’encastrement.

Déterminer I’expression de I’effort total F appliqué sur les deux poutres.

T

7%
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3.4.1 Exercice : effort total di a une charge répartie

Effort g constant :

L
F=fq.dx=q.L
0

Effort g tel que g=a.x avec a constante
L

LZ
F = X.dx = a.—
faxx a2

0
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3.5 Exercice : poutre soumise a son propre poids

La poutre a une section carrée de c6té h.

Déterminer le torseur des actions de pesanteur en O (résultante et moment en O)

,r‘j’
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3.5.1 Exercice : poutre soumise a son propre poids

Poids d’une section de poutre élémentaire de longueur dx, volume dV,,, en M :

dPy = —dVy.p.g.y = —p.g.h*.dx.y

<

SIS G —>

dx M
Lan, X

Soit [Actions pesanteur], le torseur des actions de pesanteur en O :

o

—

R
[Actions pesanteur], = {_0)

0
Avec

On retrouve la résultante et le moment d’une charge linéique de valeur —p. g. h?.
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4.1 Exercice : portique

Soit le portique isostatique ci-dessous, de longueur L et de hauteur H.

La liaison en A est un appui (réaction en X et Y).

La liaison en D est un appui glissant (réaction en Y, déplacement possible en X).
Déterminer les réactions de liaison en A et D.

>

O
D
i—> ~l
>\

\é\
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4.1.1 Exercice : portique

PFS
X,+13=0
Ya+Y,=0
—13.H + Yp.L = 0 (Somme des moments en A) donc
Y, = 13.ﬁ
L
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4.2 Exercice : portique

Soit le portique isostatique ci-dessous, de longueur L=3m et de hauteur h=4m.

1. Déterminer les réactions de liaison en A et D
2. Tracer le diagramme du moment fléchissant M le long du portique

F =5kN.X + 2kN.Y

<
v9)
&

c r)"<¢

=

l,_> ~l
>l

R

i <—T (&A Dés

LS
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4.2.1 Exercice : portique

Le portique est isostatique.
PFS
X, +5=0
Ya+Yp+2=0
e Somme des moments en A

Le moment en A, di a la force F appliquée en C, a pour expression, dans le

L 5 0
E’(ﬁ)=E(ﬁ)+ﬁ/\ﬁ=6+<f1)/\<2>=< 0
0 0 2L -5
Somme des moments en A suivant I’axe Z :

Yp.L+2L—5H =0

repere global :

)

XA=—5kN
Y—5H 2
b=
v 5H
AT L
L,)Gz

B )

Gy

—~L—

1

A

A A

e Partie AB
Soit G; d’abscisse x sur la partie AB.

0

ATGl(ﬁ)=m(ﬁ)+mAﬁ=6+(HL_x)A<§>=( 0 )

0 0

L 0
Mg, (Yp) = Mp(Yp) + GD AY,.Y =0+ <—x> A (YD) = (
0 0

2L — 5(H — x)

0
0 )
YpL

M =2L—-5(H—x)+YyL =5x

e Partie BC
Soit G, d’abscisse x sur la partie BC.
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L—x
m(ﬁ):m(ﬁ)+@)Aﬁ=6+( 0 >A(>
0

L—x
M—GZ)(YD):M_D)(YD)‘FGZD/\YD.?:B{-( —H )/\
0

Le moment fléchissant a donc pour expression

5H
M:2(L—x)+YD(L—x)=T(L—x)

e Partie CD

5h
5h

W
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5 Poutres Isostatigues en

flexion
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5.1 Exercice : poutre isostatique

Soit une poutre de longueur L, sollicitée par une force F enE, a la distance L/2 de A.

1. Déterminer les efforts et moments en A et B
2. Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre
3. Construire les diagrammes des efforts normaux, tranchants et moments fléchissants

y F = —100Ny

|
E ‘B X

N
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5.1.1 Exercice : poutre isostatique

Principe fondamental de la statique
X, =0
Y, = Y3 = 50N
Torseur de cohésion
Pour x € [A; E]

[Action Il — I]; = [Action ext - II]; = {

Pour x € [E; B]

[Action Il — I]; = [Action ext — II];

{

—50N. 5
50x N.mz

S50N. 5
50(L—x)N.mz

DIAGRAMMES
Vo) Ty ™
SonN l—‘q__j
SN e P
'\h. '\FI nc}

’
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5.2 Exercice : poutre isostatique

Déterminer le diagramme des efforts tranchants et le diagramme des moments fléchissant dans la
poutre ci-dessous.

F=1000N
a | b
'
A ¢ A°
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5.2.1 Correction : poutre isostatique

PFS
Vo+Ys—F=0
Yg.(a+b)—F.a=0
Donc
v, = F.b
a+b
y, = F.a
a+b
Pour0<x<a
V(x) ==Y,
M(x) =Yy.x = F.b X
a+b
Poura<x<b
V(x) =Yg

M(x)=Yg.(a+b—x)
V(ix)1

M(x)
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5.3 Exercice : poutre isostatique

Soit la poutre ci-dessous.
F = —1000N. ¥
a=1lm
Remarque : attention au schéma, le point A est aussi bloqué en X

1. Déterminer les efforts et moments en A et B
2. Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre
3. Construire les diagrammes des efforts et moments

T
T

50




F. Menan

5.3.1 Exercice : poutre isostatique

1/ PES

En X : Xa=0

EnY:Ya-2F+Yb=0

Par symétrie du probléme (géométrie, appuis et efforts) : Ya=Yb donc Ya=F et Yb=F
Pas de moment en A et B (appuis)

2/ Déterminer le torseur de cohésion le long de la poutre

Pour une section d’abscisse x entre 0 et a, en G

y P F
0 I
|
A Gl C A K
A a a a ®

—2Fy + Y,y = —1000N. ¥

o My :GiCNF +GiD AF +GiB A Y,y

1

{ﬁ = —1000N.j
¢,\M =1000.x.7

Pour une section d’abscisse x entre a et 2a, en G2

) TN
A c |e2 D A x
A a a a B
c2\M = 1000.a.7

Pour une section d’abscisse x entre 2a et 3a, en G3

{ R = 1000Ny
c2\M =1000.(3a — x)Z

|

3/ On parle de flexion 4 points : 2 points d’appui et deux forces.

Effort normal : N=0 sur toute la poutre.
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La flexion 4 points permet d’obtenir un état de flexion pure : entre les deux efforts, on a qu’un
moment fléchissant et pas d’effort tranchant. On utilise souvent ce genre de montage pour

solliciter des éprouvettes en flexion pure (assemblages soudés................ )
Y >
'l l
: I
A i : X
A | i B
Effort i : :
tranchantTy ' : ;
E 1 | 1000N
| ! —
-1000N 1
MF (N.m)

1000.a

52
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5.4 Exercice : poutre sur deux appuis, charge linéique
croissante

Soit une poutre de longueur L et d’axe x, sur deux appuis A (appui) et B (appui glissant). Cette
poutre est soumise a une charge linéique croissante p telle que 1’effort total induit par cette charge
sur la poutre soit P.

y
|

a&\ é X
AN

A B

1/ On appelle a le coefficient directeur de la charge linéique. Par définition,

x
p(x) = a-z

Montrer que
2Px
p(x) = Iz

2/ Calculer les réactions aux appuis A et B

3/ Calculer les efforts internes dans toute section de la poutre (effort normal, effort tranchant,
moment fléchissant). On déterminera en particulier en quelle section le moment fléchissant est
maximal et que vaut le moment fléchissant maximal.
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5.4.1 Exercice : poutre sur deux appuis, charge linéigue croissante

1/ Soit a le coefficient directeur de la charge linéique p(x). Par définition,

L L
P =fp(x)dx=fa.%dx
0 0
Donc
al
==
Donc
PL
“=7
Donc
2Px
p(x) = Iz

2/ PFS. Somme des forces: X, = 0etY, + Y3 —P =0
Moment M dd a la charge linéique

L 2PL
M= fx.p(x)dx =5
0
Donc somme des moments en A :
2PL
— 5+ Y.L =0
X, =0
v, = 2P
B3
v,=2
473

3/ Efforts internes. Pour tout x le long de la poutre :
Effort normal

N(x)=0
Effort tranchant
REIELN I N o S
3 J L? 3 L2712 X 3 L2
V(x) = L + P_x2
3 I?

Moment fléchissant

Dans une section d’abscisse a le long de la poutre, le moment fléchissant a pour expression :
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L 2Px Pa Pad
M = YB(L—a)—f(x—a).L—zdx=?—W
a
Donc dans une section d’abscisse x,
Px Px?
3 312

Remarque : on a bien

dM(x) P Px* v
& 3 - V™

Le moment fléchissant est maximal lorsque V(x) est nul :

O PR 3,
= —_— _— = = = —,
x 32 *=3
2V/3
Mimax = 5= PL ~ 0,1283.PL
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5.5 Exercice ; effort dévié

Calculer I’expression du torseur de cohésion le long de la poutre et tracer les diagrammes des

efforts internes.

Cas de charge

Ae
Ac

56
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5.5.1 Exercice : effort dévié

PFS
X, = —100N
Y, = —100N
Yy = 200N
Entre AetB
533{100N55 + 100Ny
A —100.x.7
EntreBetC
{ 100N% — 100N
A=100% (1 —x).2
’)Aaqr\amw.a

-‘.caahj

Na

0’ T 1
lql J i
e T -4sanN
(=4 — : :
H“HH_-. .
EH““'-M_/_ 5‘: W m
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5.6 Exercice : moment fléchissant dii a une charge
linéique constante

Soit la poutre ci-dessous d’axe x, soumise a une charge linéique q constante (N/m) tout le long de
la poutre.

Déterminer le moment fléchissant di a cette charge linéique.

Ll
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5.6.1 Exercice : moment fléchissant di a une charge linéique
constante

Dans la section d’abscisse x, la force gq.da a la distance a de la section x exerce le moment
—a.qda.

Axe x

Il faut maintenant sommer (intégrer) 1’ensemble entre 0 et L-X
L—x az L—x
—_— q —
0

M= —a.q.da =
f a.q.da >
0

(L —x)°
2

Ce moment correspond a I’application d’une charge ponctuelle d’intensité q.(L—x) appliquée a la
distance (L—x)/2 de la section d’abscisse x.

M(x) = —q.

q.(L-x)

§ = Axe x
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5.7 Exercice : moment fléchissant dii a une charge
linéique non constante

Soit la poutre ci-dessous d’axe x, soumise a une charge lin¢ique q (N/m) tout le long de la poutre
telle que :

_ X
q - qO'L
Avec g, constante.

Déterminer le moment fléchissant di a cette charge linéique.

Q JJ do

v
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5.7.1 Exercice : moment flechissant dd a une charge linéigue non
constante

X a da

>

> Axe x

Dans une section d’abscisse x, calculons le moment fléchissant dii a la charge en x+a.

La charge linéique vaut dans la section d’abscisse x+da :
x+a
L

qo-
Appliquée sur la distance da, la force obtenue est q. HTa da

Cette force applique un moment dM a la section d’abscisse x avec le bras de levier o tel que :
x+a

dM = —a.q,. .d
@ qo-—7 a
Le moment fléchissant total est donc
L-x
X+ a
M= f —a.qp- da
L
0
9o L—x
M= -0 (-3-55)
R PR
Remarques
Pour x=0, M = —q3—°. L? on retrouve I’application d’une force d’intensité q;—L (aire du triangle),

7 .y 2 . . 2
exercée au centre de gravité du triangle, soiten x = §L

Pour x=L, on a bien M=0.
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5.8 Exercice : moment fléchissant, poutre sur deux
appuis, charge linéique variable

Soit une dalle ABCD en béton armé telle que ci-dessous [3].

R
: )

Ak S M e
\ / |
e 2B & |

: |
N / l
o [EN / ] |
X e |
‘(}\ 2/
/N |
\Kh_ |
/] \\ r
2, .
\ l
) A |
) 4 e
\ v
o\ ¢

|
Figure 5. Dalle ABCD [3]

On propose de calculer le moment fléchissant maximal dans la poutre BC. On suppose que la
poutre BC reprend la partie de la charge correspondant au triangle BOC. On peut ainsi modéliser
la poutre BC comme une poutre sur deux appuis, soumise a une charge q linéique croissante entre
B et le centre de la poutre et décroissante entre le centre de la poutre et C.

1/ Déterminer le moment fléchissant maximal dans la poutre

q
. Awmuﬂlllmmmm"”m|||||III||||n.....A c
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5.8.1 Exercice : moment flechissant, poutre sur deux appuis,
charge linéique variable

L

En un point d’abscisse x compris entre x = 0 et x = > le moment fléchissant a pour expression :
qL X qx
M(x)=—.x—=.—
W) =7 x=33
Le moment fléchissant est maximal en L/2
y _M(L>_qL L 1L1gqL ql*> ql?
max = \2) 472 3'2°2°2 8 24
qL?
Mmax E
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5.9 Exercice : poutre en flexion : influence de la position
de I’appui

Soit une poutre de longueur L reposant sur deux appuis A et B.

La distance entre A et B est appelée a, avec a < L. La poutre est donc en porte-a-faux entre B et
son extrémité.

On applique une charge linéique g (en N/m) sur toute la poutre.

y

>

: o
W

1/ Déterminer les réactions Y, et Yz aux appuis en A et B en fonction de la g, L et a.

On propose d’étudier I’influence de 1’emplacement de 1’appui B (donc I’influence de a) sur la
valeur des réactions aux appuis.

On considére que
02.L<a<l

2/ Etudier les variations de Y, en fonction de a
3/ Etudier les variations de Yz en fonction de a

4/ Tracer sur un méme graphe, en fonction de a, les réactions Y, et Yz, et Y, + Y, pour g =
2kN/metL =5m.
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5.9.1 Exercice : poutre en flexion : influence de la position
I’appui

1/ Principe Fondamental de la Statique
Ya+Y3—qL=0
LZ
Yg.a — q.? =0
Donc
LZ
Yp = Q-%
YA=—Y3+qL=q.L—2+qL=M=qL.M
2a 2a 2a
2/

, 4a—2Qa-1L) 2L
Y =qL. = qgL.—
(X)) =q 1 qL. 4

Pour tout x de I, Y,'(x) > 0 donc la fonction g est strictement croissante

3/

ql? 1

Pour tout x de I, Yz (a) < 0 donc la fonction Y est strictement décroissante

: qL
lim f(x) = 0a= 2,5qL

x—0,2L 0

y _qlL
lim f(x) ==
4/
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30
25
20
15

10

-10
-15

-20

0,5

Poutre sur deux appuis, porte-a-faux. Influence de la distance entre appuis

a(m)
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5.10 Exercice : poutre sur deux appuis avec charge
linéique variable

Soit une poutre sur deux appuis A et B, de longueur L, d’axe x, soumise a une charge linéique q
telle que

_ X
q=4qo CIO-L

On pose x=0 en A.

yA

do

o

A B

Déterminer les réactions d’appui en A et B.

68




F. Menan

5.10.1 Exercice : poutre sur deux appuis avec charge linéique
variable

Principe Fondamental de la Statique
XA = 0
oL

YA+YB—T=0

Somme des moments en A : soit M, le moment dd a la charge linéique

Yg.L+ M, =0
L L )
M——f( — f)xdx——f X — x—dx
q= do qO'L X = qo- %-L
0 0
2

L
qo X° > q, L? = g1 (1 1)
0- . 2 3

X
q[q°2L30q°2L3
1 L1

M, = —qo. L= = —qo.=.5.L
q do 6 do 23
On retrouve le moment dii & une charge ponctuelle d’intensité qy. % appliquée au centre de gravité
du triangle donc appliquée en L/3.

1
YB = qoLg

1 gq,L 2

Y, = —qO.L.g+% =qo.L.¢
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5.11 Exercice : poutre isostatique

Déterminer le diagramme des efforts tranchants et le diagramme des moments fléchissant dans la
poutre ci-dessous.

F = 1000N
\ g, = 100N/m

C D

LS T b=4m

2,8m 2,8m 9,4m
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5.11.1 Exercice : poutre isostatique

V(x) A
1029N

29N

-400N

A

M(x)

—80Nm

—2960Nm
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6 Treillis isostatiques
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6.1 Exercice : treillis 1 [6]

Les neeuds sont numérotés de I a VI. Une force P = -3 Tonnes est appliquée au nceud V.

1/ Déterminer les réactions d’appui en A et B

2/ En déduire les efforts dans les barres 1 a 9

73




F. Menan

6.1.1 Exercice : treillis 1 [6]

Mesurés a 1'échelle des forces, on a les résultats ci-dessous (compres-
sion -+, traction e
Jarres 1

2
Efforts en tonnes. .. o e AR gl s
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6.2 Exercice : treillis 2 [6]

Soit le treillis articulé ci-dessous. Les barres sont surabondantes et on ne peut pas déterminer les
efforts normaux dans toutes les barres avec seulement 1’équilibre des noeuds.

On peut cependant, par 1’équilibre des nceuds, calculer Ny, N5, Ny, N; o €n fonction de P et Q.

1. Appliquer le PFS pour exprimer les réactions Y, =V, et Yz = V; en A et B en fonction
des efforts P et Q
2. Exprimer Ny, N,, Ny, N5, en fonction de P et Q.

"f
\
\
| -
N
. <}
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6.2.1 Exercice : treillis 2 [6]

5 n ./»I‘ * | "
i ] ./’N - _,_\:J, — 2 —
/ . 7—71/ — / T ( - /;
(395 4 Y
\ )
N % &
1/ PFS
YA + YB o Q = 0
Y5.3L—-P.L—-2Q.L=0
_P+2Q  2P+Q
B — 3 » 1A — 3
2/
Equilibre du nceud A
—Nj.cosa—N, =0
—Ny.sina+Y, =0
Y,
N, =2
sina
Y,
N, = —Nj.cosa = _ta:a
Equilibre du nceud B

Ng.cosa + N =0
—Ng.sina+Yz =0

Yp
9 " sina
N Vs
0= —
0 tana
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/ Lol de comportement
d’une poutre en flexion
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7.1 Exercice : fleche d’une poutre console sollicitée en
flexion

Soit une poutre longueur L section constante S sur toute sa longueur, encastrée a une extrémité et
soumise a un effort P a I’autre extrémité.

S
Dans une section d’abscisse x (axe de la poutre), la relation entre le moment fléchissant Mf(x) et
la dérivée seconde de la fleche y’’(x) est donnée par
My (x) = ELY" (%)
Q1/ En déduire la fleche en bout de poutre induite par 1’effort P.

Q2/ Reprendre I’exercice pour la fléche d’une poutre soumise a un effort réparti q en N/m tout le
long de la poutre

ﬁTé
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7.1.1 Exercice : fleche d’une poutre console sollicitée en flexion

Mf(x) = ELy" (x)
Moment fléchissant dans une section X

Mf(x) =—P.(L —x)

”_Mf_—P L
T TR
) PR W
Y =Fr\"*73
_F sz L x? +Ax +B
YO =gr\b7723 x
Conditions aux limites : encastrement en x=0
{}’(0)=0
y'(0)=0
Donc
=0
B =
Donc
—P x%2 1 x3
=—.|L=-2.=
y) E1< 22 3)
En x=L,

3E1

Q2/ Dans la section X, on sait que le moment revient a un effort de valeur g.(L-x), appliquée entre
X et L donc a I’abscisse (X+L)/2 donc

L—-X q )
Mf(X)=—q.(L—X).T=—E.(L2—2XL+X)
Mf  —q
"= — =— (L* - 2XL + X*
El 2E] ( +X9
3
I 2 2 X
=— (L. X—-LX — A
Y 2E1< 3t
- L2X2 LXg+1X4 +AX +B
Y=2E1\" 2 3 7374
Conditions aux limites : encastrement en X=0
{y(0)=0
y'(0)=0

Donc A=0 et B=0
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En X=L

y_

-q (,X%X* X® 1Xx*

y=—. (12 —=——-L—+4=.—

2EI 2 3 34

— 2 13 11t

yot(pL_ Bl

2EI 2 3 34
_—q.L* (1 1 1)_—q.L4 6—4+1)_—q.L4 3
2E1 '\2 3 12/ 2EI - 12 ~ 2EI 12
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7.2 Exercice : fleche d’une poutre isostatique en flexion

Soit une poutre de longueur L, axe x, module d’Young E, moment quadratique I, soumise a une
charge linéique g orientée suivant -y.

Déterminer 1’équation de la déformée y(x) le long de la poutre.

-
P
-
-——
P
-
-
-
-

Y
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7.2.1 Exercice : fleche d’une poutre isostatique en flexion

Principe fondamental de la statique
L

Ryp=Ry,y=q.=
yB yA q2

Mf = Ely"

qL
Mf=7.(L—x)—q.(L—x).

Donc
, _Mf 1¢q o _ L 4., 2 2
=27 =575 & =0 =L =0 =5 (L2 =2l — (12 = 2xL + x7))
L Y
El 2T
Donc

q (L* 1
— - —I*)4+AL=
Y =2kl (6 1z- )"
Donc
_q’ 1
~ 2EI'12
Donc
SR S S W FLV
2E1'\"6 12 2E1 127
Pour x=L/2
g (L 1LY\ ql* 1L
Y=2Ei\6+8 1216 ) 2E1'12°2
Y=o 4.(i—i.i—i)=i.ﬁ.1.( 8 2 _ 16):i.L‘*._—5
2EI'" '\48 12'16 24/ EI'" '2°\384 384 384) EI'~ 384

—5q.L* L*
Y =384 EI
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7.3 Exercice : fleche d’une poutre en flexion

Soit une poutre de longueur L, axe x, module d’Young E, moment quadratique I, soumise a une
charge linéique g orientée suivant -y.

1/ Déterminer I’équation de la déformée y(x) le long de la poutre.

2/ La poutre est en acier. La section est pleine et carrée. Déterminer le c6té a de la section pour
que la fleche ne dépasse pas 1/500°™ de la longueur L.

3/ On souhaite utiliser une poutre rectangulaire de largeur b en z, hauteur h en'y. Tracer hety en
fonction de la masse de la poutre, dans le respect du critére sur la fleche. Quelles valeurs pour b
et h peut-on proposer pour diviser la masse de la poutre dimensionnée en question 1 ?

4/ Quelle modification supplémentaire de la conception pourrions-nous opérer pour encore
diminuer la masse de la structure ?

Données :
e Module d’Young E=210 000 MPa
e Masse volumique acier 7800 kg/m?®
e Longueur L=5m
e g=2kN/m
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7.3.1 Exercice : fleche d’une poutre en flexion

1/ Principe fondamental de la statique
L

RyB = RyA = Q-E
Mf = Ely"

qL
Mf=7.(L—x)—q.(L—x).

Donc
Mf 1 q 1 gq
M=l = (L (L-x)—(L—-%x)%)=—.~ (12 —xL — (I? — 2xL

Bl E2(1( x) — (L —x)?) EZ( xL — ( xL + x%))
q 2
= —.=(xL—
g2 *L =)
S P P
Y =2E1\"2 73
3
q X 1,
=—|L=-= Ax+B
Y 2E1< 6 12’C>Jr *F
y(0) = 0 donc B=0. De plus y(L) = 0 donc
q (L* 1 q.13 1
=—[=—=I*|+AL= A=——"— —
Y 2EI<6 12 >+ 0= 2E1 12
Donc
q 2 1 )\ ql® 1
y===.|\Lli———=x" ).
2EI'\" 6 12 2E1 12
Pour x=L/2
g (L* 11t ¢’ 1L
Y=2Ei\6+8 12'16 ) " 2E1 12'2
1 1 1 1 1,8 2 16 -5
yo L (L Ll ty @18 2 16y 4, -5
2E1 48 12°16 24) EI'""'2°\384 384 384) EI 384
_ =5gq.L*
Ymax = 384 EI
2/ Silon veut |Yimax| = ﬁ alors
5¢.L* L
+ 500
384E12
5¢.L° 1
32E.a* 500

32E.a* = 2500qL3
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_ +[2500q13
“= |7 32E

a=9,82cm

Masse

m = pa’L

3/ Soit une section de largeur b suivant z, hauteur h.

h3
IGZ = b.ﬁ

On veut le méme moment quadratique pour respecter le critére de la fleche

3 a4’
m = pbhL = pb. ?.L

On a tracé ci-dessous b en fonction de la masse m.

Dimensions d'une poutre rectangulaire en fonction de sa masse
avec respect du critére de fleche
25

20

15

10 h (cm)

0 100 200 300 400 500 600 700
Masse (kg)

4/ Poutre creuse
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8 Estimation des contraintes
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8.1 Exercice : traction et cisaillement d’un joint collé

Soient deux poutres en bois de section rectangulaire, collées comme le montre la figure ci-
dessous. Un effort de traction F=400 daN est appliqué.

On donne a=120mm ; b=80mm ; 0=65°

Calculer la contrainte normale et la contrainte tangentielle dans le joint collé

joint collé

F

F

F F
<+— —>

joint collé
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8.1.1 Exercice : traction et cisaillement d’un joint collé

Soient Fn I’effort normal sur le joint collé et Ft I’effort de cisaillement
Ona:cosa=Ft/F;sina=Fn/F

La section considérée est S =a.b / sin a

Contrainte normale : Fn/S = 0.342 MPa ; contrainte tangentielle Ft/S = 0.160 MPa
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8.2 Exercice : équilibre des forces dans une section
soumise a un moment

o

e
Soit une poutre de section S, module d’Young E, soumise & \\ Ay
a un moment fléchissant Mf, e
Apports théoriques : un peu de géométrie ™
Hypothése de Bernoulli: les sections droites restent
planes aprés déformation. MiF
. . . Z
Soit p le rayon de courbure de la fibre neutre de flexion, ,
alors PR {\
P .
g X
p.df = dx oy A
2 rayon de
courbure
\
do P
- _Fibre neutre de flexion
%
dx
Fibre moyenne
La fibre neutre ne s’allonge pas =P p.d0 = dx = longueur d’un élément de volume

Rayon de courbure au point M : = (p +y, - ¥)
Allongement unitaire A/de la fibre au point M de cote Y : =(p + y, — ¥ )dO - pd6 = Al

Al ():0 il Y)‘/H = ()'u = Y)

Cop =5 ="

/ dx Vo)

On suppose que la fibre moyenne et la fibre neutre de flexion sont confondues, alors y, = 0 et
4
p

gx X
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De pluson a
1
y'x)=—
p

Questions

Le moment fléchissant est donné par

Mf = ff(ﬁ AT)dS

Avec

g, Contrainte normale dans la section, au point P.

Questions
Q1/ Calculer OP AT
Q2/ En déduire que

La loi de Hooke, en négligeant les autres contraintes, donne
Oxx = E. €4y

De plus, les axes z et y étant axes principaux d’inertie, on a

[[ras=c
f f y*dS = Iz

Q3/ En déduire I’expression de Mf en fonction de E, 1z et y’” (modifier I’expression de a,, dans
I’expression de Mf obtenue en Q2)

Q4/ En déduire I’expression de g, (y) en fonction de Mf, 1z ety
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8.2.1 Exercice : équilibre des forces dans une section soumise a un
moment

=

0
OPAT =|zxo,, y
X O oy 2

Mf, = [[z0udSy - [[yo dS:

E.% g ; s i
¢t oy = ——— avec y point courant de la section droite.
P

Mf, =-|| V% dsy+ | [»? %(152

z ety €tant les axes principaux d’inertie

[[vas =0 et [[yras =1,

. E | 4
Mf, =—1, avec —=Yy" f Yy
p P 1
| vy |
Mf, = EI, y" Y=L "
El, o
XX g
Gy = BBy Snem e
XX XX - e i e e
A .
. S Mf, al //
gy == S s, A
P El,

avec y point courant de la section
ety dérivée seconde de I’équation de la déformée

Mf,
Gy =l gy
’ XX I B
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8.3 Exercice : poutre creuse

(P

— —
F =m-2a0N .,

i A o

AB=1m ; BC=0,5m. On néglige le poids propre de la poutre.
Questions

1. Aupoint M tel que AM = x. %, écrire le torseur de cohésion dans la section

2. Endéduire les différents diagrammes le long de la poutre (entre A et B)

3. Tracer, dans une section, les contraintes dues uniguement aux efforts normaux

4. Tracer et calculer, dans la section la plus sollicitée, les contraintes dues au moment
fléchissant, calculer la contrainte maximale de flexion dans une section
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8.3.1 Exercice : poutre creuse

1/ Coupure : la partie I de la poutre est la partie AM. La partie Il est la partie MBC.

Soit [Actions II — I],, le torseur de cohésion au point M (torseur des efforts internes), donc dans

la section d’abscisse X.
En appliquant le PFS sur la partie I, on obtient :
[Actions II — I],; = [Actions ext — II]y

Les seules actions extérieures sont la force en C. Son torseur en C a pour expression :

" F = —200N.%g
[Actions F] = { —_— S %o
¢ M, =0
On déplace ce torseur en M
F = —200N.%;
My = MCAF

. [1-x\ [-200 0
MCAF=[ 05 |A[ o |=( o
0 0 100Nm

Le torseur de cohésion dans une section d’abscisse x a pour expression :

[Actions ﬁ]M = {

F = —200N.x;

[Actions Il - Iy = {_, el
M,, = 100Nmz,

2/ Le diagramme des efforts tranchants est nul.
L’effort normal est constant et a pour valeur -200 N.
Le moment fléchissant est constant et a pour valeur 100 Nm.

3/ la répartition des contraintes dues a I’effort normal est uniforme et en tout point :

N, 200
M= =T

T 1
S = ng _Zdlz = 327mm?

o, = —0.6 MPa

Les contraintes dues aux efforts normaux ont donc le profil ci-dessous

4/ Contraintes dues au moment fléchissant dans la section la plus sollicitée
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Le moment fléchissant et 1’effort normal sont constants donc toute section subit la méme
sollicitation.

Mfz- y
Oflexion — — i
z

T
I =27 (d¥ — d) = 65621 mm*

Oflexion = —-1,52.y

La contrainte maximale de flexion a pour valeur (pour y=-d/2)

Oflexion_max — 32.4 MPa

La contrainte minimale de flexion a pour valeur (pour y=d/2)

Oflexion_min = —32.4 MPa

I W[ -ocnta

g
l —
_;Z’L,/lf’«
I
317 W
T L M | | )
’ I ‘ g
Jﬂ”-. . N
; | ﬂ Nn 1 *_ -3 0Ff
| — .
' l 4 ! ) Mudeﬂﬁl
| & ‘Q.nq,.\_;m}w

Le profil global des contraintes est la somme des profils obtenus par traction et flexion :
Omaxi = —0,6 MPa — 32,4 MPa
On voit un décalage de la ligne neutre. Calcul de nouvelle ligne neutre définie par ,, = 0
S I,

=0=>y=-046mm
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8.4 Exercice : Contrainte de cisaillement

Soit une section S carrée de c6té a, contenue dans le plan (0, X, ).

yll

T <o)
G

Z

La section est soumise a un effort tranchant T suivant I’axe —y.

La contrainte de cisaillement en tout point d’ordonnée y est définie par
T.S,
1 Gz* b (y )

e S, moment statique de la section définie entre y = —a/2 et y.
e I;, moment quadratique de la section S par-rapport a I’axe
e b(y) largeur de la sectioneny.

(y) =

Calculer la contrainte de cisaillement moyenne sur la section S.
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8.4.1 Exercice : Contrainte de cisaillement

4

2 a
IGZ= de=E

Vy b(y)=a
y

271V 2 2

a

S, = fydydzza.y— =a. y _Z

2 2 8
-a/2 -a/2

121 (y? a*\ 12T (y* a?
=T\ 78 ) T w77

Par définition, la contrainte de cisaillement moyenne a pour expression :

a a

Donc

2 a

1 112 y? azd_12T y3 a? 2

Tmoy—a-fa“”—a-?-fa 77 8)Y = 68,
‘o “a

N

127 a3 a3+a3 a3 127 —2a3
tmoy =705 \248 16 ' 48 16) a5 24
T
Tmoy = T2

La contrainte de cisaillement moyenne est 1’effort tranchant divisé¢ par la section. C’est la

contrainte obtenue lorsque 1’on suppose que le champ de contrainte de cisaillement est uniforme
sur la section.
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8.5 Exercice : déformation d’un pilier sous son propre
poids

Soit un pilier vertical de masse volumique p, module d’élasticité E, de section S, hauteur H, posé
au sol et comprimé sous son poids propre.

Calculer la variation de longueur totale du pilier vertical.

Y

dx

V7777227272722
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8.5.1 Exercice : déformation d’un pilier sous son propre poids

Contrainte dans une section S, pour un effort normal F :

F
775
La déformation du pilier a pour expression
AH

=
AH : variation de la hauteur H.
Loi de Hooke

oc=E.¢

L’¢élément de hauteur dx, situé a la distance x du sommet, est soumis a la force F telle que :
F=pSxg
La déformation a donc pour expression, avec la loi de Hooke

o _pSxgl pxg
*“E° s E E

La déformation a aussi pour expression

dx — dx'
T T ax
dx : hauteur avant déformation
dx' : hauteur aprés déformation
donc

dx' = —s.dx +dx = dx.(l —%)

La hauteur H’ aprés déformation s’obtient en intégration dx’ sur tout le pilier :

[ [ p-x.g p.x%g|" p-H. g
H=fdx=fdx.(1— G )=[x— °F L=H— 5
0 0

La variation de hauteur est donc

p.H%. g
2E
p.H:.g P.H

H' —H= =
2E 2ES

H —H=

Avec P poids du piliertel que P = p.H.S. g
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8.6 Exercice : solide d’égale résistance [5]
Soit une poutre encastrée a gauche et libre a droite, de longueur L, de largeur b, de limite
d’¢élasticité R,.

La poutre est soumise a une force P verticale, appliquée a son extrémité.

y P
I

»

] »

s

On propose d’appliquer a la poutre une hauteur h variable telle que, dans la section d’abscisse x
_ 6P
" R..b

1/ Calculer le moment fléchissant My (x) dans une section d’abscisse x

hZ

(L —x)

2/ En déduire la contrainte maximale dans la section. Que peut-on observer ?

3/ Représenter la hauteur h de la poutre le long de la poutre

100




F. Menan

8.6.1 Exercice : solide d’égale résistance [5]

1/
Mg(x) = —P.(L —x)
2/ Par définition, la contrainte normale dans la section S au point d’ordonnée y a pour expression

L

Donc pour y = h/2 on a la contrainte maximale de flexion

o(y) =—

P.(L —x)-% _6P.(L—x)

Omax =TT RS T TR
12
Avec I’expression de h proposée dans 1’énoncé on a
6P.(L —x)
Omax = =R,

6P
bm(l, —.X')

La contrainte maximale de flexion est la méme dans toute section de la poutre et est égale a R,..

On parle de solide d’égale résistance.
3/

Supposant au contraire que la largeur 0 reste constante, et ré-
solvant I'équation par rapport a &, on aura, pour une valeur quel-
conque [ de L,

6P
,"‘ i Spv— /
Ko
Fig. 2. Cest-a-dire que le carré de la hauteur h sera
= P H AN proportionnel a /; et la piéce qui est représentée

en plan par le rectangle ABCD (fig. 29), dont
la dimension AB = b, le sera en ¢lévation par

Y , S :
, 'une quelconque des trois formes paraboliques
| X, Y, Z, dontle sommet est au point d'applica-
i - ~— 2 oifia P D
VA ) tion de la force P,
o - <P ; : .
? l On peut, en operant d'une maniere analo-
.\ » s - . , ’
A= ]" gue , determiner la forme des solides d'égale re-
AR

sistance pour toutes les manieres dont peuvent

reposer les solides, et quelle que soit la maniere dontils sont charges.
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9.1 Exercice : poutre hyperstatique

Soit une poutre de longueur L encastrée en A et simplement appuyée en B (appui glissant).

Soient Ma le moment d’encastrement en A, Xa et Ya les réactions d’encastrement en A et Yg la
réaction d’appui en B.

y
q

\?””””mnm”m””w”””
SA B X

AN

Q1/ Déterminer le degré d’hyperstaticité de la structure.
Q2/ A I’aide du PFS en A, montrer que
qL?

My=Y).L ———
A= 1y 2

Pour déterminer toutes les inconnues de liaison, on va apporter des équations supplémentaires a
I’aide de considérations sur la déformée.

Q3/ Déterminer I’équation de la déformée y(x) de la poutre en fonction de Ya, g, L et Ma
Q4/ Que vaut la déformée y(x) en B ?
Q5/ En déduire que

Q6/ En déduire que

Q6/ En déduire Ma et Yz
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9.1.1 Exercice : poutre hyperstatique

Q1/ dg=1. Structure hyperstatique. Le PFS ne suffit pas.
Q2/ Somme des moments en B :

qL’
MA_YAL+T= 0

Q3/ Le moment fléchissant a pour expression

qx’ "
My =—-My+Yy.x———=ELy"(x)

2
Donc
El.y'(x) = —My.x + Yax” _zx_3 +C
2 2 3
En x=0, y'(x) = 0 (encastrement) donc C=0
M Y, x3 x*
Ely(x) = _TAXZ +7A'?_%'T+ D

En x=0, y(x) = 0 (encastrement) donc D=0

1 My , Yyx® qx*
y(x)_EI'( 2 ¥ T2 376

Q4/ en B, y(x)=0
Q5/ On sait que pour x=L, y(x)=0 donc

M Y, L3 L
A, A s T2 g
2 2'3 64
M, +Y, L qLZ—o
AT A3 3ty T

L ql
M,==.y,— =
A 3(“ 4)

Q6/

De plus on a vu en Q1 que

Q7/ PFS

104




F. Menan

10 Poutres continues
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10.1 Exercice : théoreme des 3 moments

Soit une poutre a 2 travées de longueur L; et Ly, soumises aux charges linéiques q: et gz

q>

P

N B

RN W ™

A
v
A

v

On suppose que le module E et le moment gquadratique | sont constants le long de la poutre.
Montrer que le moment fléchissant en B a pour expression
L3 + gz L3

Mg = —
5 8(Ly + Ly)
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10.1.1 Exercice : théoreme des 3 moments

2
ql 5
A uummmmuuuﬂmﬂuHHHHHHHHHHM C
A B
L1 L2
My. Ly + 2Mp. (Ly + Ly) + M. L, = 6EL.(Q); — Q7 ;)
{MAZO
MC:0
L3
(,) 2
Ria = ~A2 557
0 _ L
bg — M 4E]

q:1L3 + q,L3

Mg = —
5 8(Ly + Ly)
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10.2 Exercice : poutre continue par superposition

Soit la poutre continue ci-dessous, axe x, longueur L=2m, module E, moment quadratique I,
soumise a une charge linéique q sur toute sa longueur, et a une force F en C.

La poutre est hyperstatique de degré 1.

L’axe vertical ascendant est I’axe y.

4=1000N/m F=1000N

AIII|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||$ T |||||||||||||||||||||||||||||||A

Im im

On propose de résoudre cette poutre continue (estimation des appuis en A, B et D) par ['utilisation
du théoréme de superposition.

Soit la méme poutre de longueur 2m uniquement portée par les appuis A et D.

Par superposition ona:

0,5m

4=1000N/m F=1000N
ﬂ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||W”||||||||||||||||||||||||||| T
C
A D
Im Im
=1000N/m =
ﬂ|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
C
F=1000N
a + | b
!
VAN C JAN
A D
+

A c AN
A ] Ra? D
La partie 1 étudie les fleches des cas isostatiques.

Les résultats de la partie 1 peuvent étre directement utilisés pour la partie 2.
Partie 1 : calcul des fleches pour les cas isostatiques

1/ Dans le cas de la charge linéique seule, pour la poutre sans ’appui en B, montrer que la fléche
en x=L/2 a pour expression :
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5 ql*
1= 7382 EI

q=1000N/m
ﬂll|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
C
A

D

2/ Dans le cas de la force F seule appliquée en C, pour la poutre sans 1’appui en B, montrer que
la fleche en x=L/2 a pour expression :

- ez [ee+0 - (5)7]
Y2 = T eEL 1% 2
F=1000N
a | b

A lc

A D

3/ Dans le cas de la réaction Rg seule appliquée au centre de la poutre, montrer que la fleche en
x=L/2 a pour expression :

_ Rpl?
" 48EI

V3

A

A IRB? C JAN

Partie 2 : calcul de la réaction Rg a I’appui B de la poutre continue
1/ Pour la poutre continue, que vaut la fleche au point B ?
2/ En déduire une relation simple entre y;, y, et ys.

3/ En déduire la valeur de la réaction Rg.
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10.2.1 Exercice : poutre continue par superposition

q=1000N/m F=1000N
AIIIIIIIIIIIIIIIIIII||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||II% I |||||||||||||||||||||||||||||||A
Im 1m
Partie 1
1/ Calcul direct de déformée a partir de M = Ely"
2/ Calcul direct de déformée a partir de M = EIy"
3/ Calcul direct de déformée a partir de M = Ely"’
Partie 2
1/ Pour la poutre continue, yg = 0
2/ On a donc par superposition
yity,+y3=0

3/ On en déduit :

R = 48E1 _48E1 Fb L+b L 5 FIL3

B = ) = g ¢ ¢ T )_<_>]+384 EI

La connaissance de E et I n’est pas nécessaire puisque le facteur EI disparait de 1I’expression de
Re

Application numérique :

Rp = 1937 N

On peut alors en déduire les réactions aux appuis en A et D.
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10.3 Exercice : poutre continue sur trois appuis

Soit la poutre de longueur L=4m ci-dessous, reposant sur trois appuis en A, B et C.

La poutre est soumise a une charge linéique g = -1000 N/m suivant y.

WL

Partie 1 : superposition

Par superposition, en considérant que la fleche yg est nulle, calculer Ry, réaction d’appui en B
suivant y.

Partie 2 : théoréme des 3 moments

Par le théoréme des 3 moments, retrouver la valeur de Ry g calculée en partie 1.

Formulaire
Poutre sur deux appuis, longueur L, effort linéique q : fleche maximale
5qL*
Ymax = T 384F]

LLLLLLLL

NAN &
Poutre sur deux appuis, longueur L, effort ponctuel p au centre
PL3
Ymax = T 4gE]

JP

AN B

Théoréme des 3 moments

L L; Litq Litq
M;_ —+2M-< +—)+M~ — =00, -
L 6E "\6EI; ' 6EIl;,, “leEl,, w4 TLg

Effort tranchant

M;_4 i
V(x) =Vo(x) + —

i
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10.3.1 Exercice : poutre continue sur trois appuis

Partie 1 : superposition

Le cas étudié est par superposition la somme de deux cas : Poutre sur deux appuis avec effort

linéique g + Poutre sur deux appuis avec effort ponctuel Ry au centre

La fleche en B est nulle donc la somme des fleches dues a chaque cas est nulle :

5qL* Ryg.L3

~ 38461 T asEl "V

R 48 >qL 0.625qgL = 2500 N
= X — = 0. =
YB 384 q

Partie 2 : théoreme des 3 moments

L L L L . (L)3

()

2 2 2 2 __1T\2
Ma. 6El T 2Mp 6kl " 6El | T Mc 6EI 24
Moment sur appuis : My, = 0et M, =0

On a finalement

Effort tranchant :
Travée 1
L L- L* 2
q _|_ q
2 32°L
Donc I’effort tranchant a gauche de I’appui en B a pour valeur

V(L) _oak _ 1250N
2) 16

V(x) =

Travée 2
L— qu 2
2 32°L
Donc I’effort tranchant a droite de I’appui en B a pour valeur
qL qL qL2 5qL
"6 321 16

qL
V(x)———q

V(0) = = —1250N

Par conséquent, on a
Ryp = 1250 — (=1250) = 2500 N
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10.4 Exercice : rotation a un appui

Soit une poutre de longueur L, posée sur deux appuis A1 et Ai.

P. L2
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10.4.1 Exercice : rotation a un appui

Y

Y

<

F 3
vy a
-

Soient X, et Yy, les réactions en X et Y au niveau de I’appui Aiet X, etY, _ reactionen X et
Y au niveau de ’appui Ai.1.

Par symétrie,

Le moment fléchissant dans une section d’abscisse x a pour expression :
My(x) = ELy" (x)
Dans la partie [0 ;L/2]

L P PL PL Px Px
Mf=—P.<§—x))+E.(L—x)=—7+Px+7—7=7
Donc
., Px
Y = 2El
Donc
., P x?
y=m.7+14

La rotation est la dérivée de la fleche y donc

!

y =w
Conditions aux limites : w(L/2)=0 donc

(L)_ P 1 L2+A_O
“\2)~ 274 T84T

2) " 2EI
Donc
P x* P.L?
T 2EI' 2 16EI
Donc en x=0,
P.L?
©(0) = =16k

NB : pour la fleche en x=L, il faut changer I’expression du moment fléchissant :

P
Mf=E(L—X)
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On obtient
W = P ( x? 3P.L2
O =0 \M T "16E]
Pl
o(L) =12
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10.5 Exercice : rotation a un appui

Soit la poutre isostatique ci-dessous sur deux appuis en A et B, soumise a un moment Mg en B.
Calculer les rotations w4 et wg en A et B.

On pourra écrire le PFS pour déterminer les appuis en A et B, en déduire le moment fléchissant
dans une section d’abscisse et enfin la relation entre le moment fléchissant et la déformée y(x).

On sait que la rotation dans la section d’abscisse x est la dérivée de y(x) par-rapport a x.

Ma 4
Zx G; L X
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10.5.1 Exercice : rotation a un appui

>MenA:
MB+YBL=0
Donc
Mp
Yo =——
B L
2Feny:
Y,+Y;=0
Donc
Mp
Y, =—
A7

Moment fléchissant :

Mg x
Mf(x) =MB +YB(L—X) = MB —T(L—x) =MBZ

Donc
. 1 X
y' = E.MB.Z
Par intégration,
2
y' = %%% + K
Condition aux limites :
Ki = wy
Par intégration,
1 Mg x3
yZE'T z+wA.x+K2
Condition aux limites : y(0) = 0 donc K, = 0. y(L) = 0 donc
Mg. L
@4 = T 6El
De plus,
2
Mg. L
B~ 3EI
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11.1 Exercice : tableau des intégrales de Mohr

Retrouver les résultats donnés dans le tableau ci-dessous

f my (). my (%)

m; .\') ,\;}I

L

m; (\) -—L-
IMM, lI_M M
.u,.[ 2 g
PR
o "] B; Sy, | =M,
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11.1.1 Exercice : tableau des intégrales de Mohr

Case 11 : Deux rectangles
fmj(x).mi(x) = fMi.M]-dx = M;. M;.[x]G = Mi.Mj.L
0
Case 21 et Cas 12 : un triangle et un rectangle

L2 1

Case 22 : deux triangles dans le méme sens

fmj(x).mi(x) :le-.(l—%)M (1—— = M;. M;. f<1 )dx

Z-i-x3 L—M M (L L+1 L)—lLM M
X I 3L20— i- Mj. 3 —3 - M. M;.

fmj(x).mi(x) = M;. M;.
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12 Exercices de synthese
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12.1 Exercice : fleche d’une poutre console

La fleche maximale & d’une poutre console sollicitée par une force F a son extrémité a pour
expression :

_FI?
3EI
L : longueur de la poutre ; E : module d’Young et I : moment quadratique
Q1/ Retrouver ce résultat a 1’aide de la formule My (x) = EIy" (x)
Q2/ Retrouver ce résultat par le théoreme de la charge unitaire
Q3/ Retrouver ce résultat par la méthode des déplacements

~<

AAALAIAA
>
S,
o
x
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12.1.1 Exercice : fleche d’une poutre console

FlB

~<

>
(=5
<

Q1/ Par la loi de comportement de la poutre en flexion
My (x) = Ely" (x)
Or
Me(x) = —F.(L —x)

Par intégration on obtient

F
y(x) = —@.xz. (3L —x)

§=y()
On a bien

FL3
3EI

Q2/ Par le théoreme de la charge unitaire

On applique une charge unitaire au point ou I’on cherche le déplacement.

|

YA/

[1
-F. M,
L
S—GW—f ! MM, d
oF ) g1 oM
0
E et | sont constants entre 0 et L donc :
L
—aW—lfMMd —1 1L( FL)(L)
~9F E1) MM TRz
0
_ FL3
3EI

Q3/ Par la méthode des déplacements
Soient A le point d’encastrement, B I’extrémité de la poutre et S la section de la poutre.

Encastrement en A donc pas de degrés de libertéen A uyy, =0, uy, =0; wy =0
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Hypotheése de longueur de poutre invariante : u,z = 0.

EA

0 0 -— 0 0
L L
12E1 6EI 12E1 6EI
Xap L3 L? L3 L?
Yo 6El  4EI 6EI  2EI
Map | _ L? L L? L
Xsa | T | EA EA
Ypa L 0 L 0 0
Mg 4 12E1 6EI 12E1 6E]
B N
6EI 2EI 6ElI  4EI
L? L L? L
Par conséquent,
12E1 6EI
Ypa = 3 WB Tz @B F
6EI 4E1
BA= ~ 7 Wt @B
Equilibre du nceud B
YBA =0
Mpy =0
L’équation pour Mg, donne
_ 3 Uyp
B2 7L
Donc dans 1’équation pour Yz, on obtient :
12E1 6EI 3 uyg
SR CI ot

(12E1 — 9EDuyp = FL3

Aprés arrangement des termes on a bien :

FL3

Uyp = ﬁ
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