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1 Généralités 

La Résistance des Matériaux « a pour objet l’étude des conditions d’équilibre élastique des 
corps » [2]. 

La Figure 1 présente une démarche classique de dimensionnement d’une structure, partant 
d’une conception donnée au départ, de conditions de service imposées par le cahier des 
charges et d’un matériau donné. 

 

 
Figure 1. Exemple de conception et analyse d’une structure 

On parlera plutôt de dimensionnement lorsque, partant des efforts de service et du matériau, 
il faudra estimer les dimensions de la pièce pour qu’elle résiste aux conditions de service. 

On parlera plutôt de justification lorsque, partant des dimensions, des efforts de service, du 
matériau, on vérifiera par le calcul que la pièce résiste aux conditions de service. 

On peut distinguer 4 méthodes d’analyse d’une structure : 

• Analytique : théorie classique de la Résistance Des Matériaux issue de la Mécanique 
des milieux continus. C’est l’objet de ce document. 

• Normes & Codes : théorie classique + quelques paramètres, diagrammes, résultats 
issus de l’expérience ou d’essais + quelques coefficients de sécurité spécifiques, 
conditions de chargement « métier »….etc. 

• Simulation numérique (Figure 3 et Figure 4) 

• Essais (Figure 2) 

Les méthodes analytiques ne sont pas à délaisser : elles permettent rapidement et à moindre 
coût de dimensionner/justifier une structure, ou de vérifier le résultat d’une simulation, d’un 
essai. Dans certains secteurs elles restent la première méthode d’analyse des structures. 

Calcul des efforts et momentsAnalyse des conditions de service

Recherche d’optimisation : réduire des 

épaisseurs, autre matériau, annoncer des 

conditions de service admissibles plus sévères ?

OUINON

Calcul des contraintes et déformations

• Calcul analytique

• Simulation numérique

• Normes et codes

• Mesure sur éprouvette/prototype, sur site...

Comparaison des contraintes et déformations avec la 

résistance du matériau (critères type Von Mises, 

Tresca, Rankine, Dang Van,...)

Etude matériau pour déterminer la 

résistance du matériau

• bibliographie

• essais

La structure résiste aux conditions 

de service ?

Conception de la pièce
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Les normes et codes proviennent d’organismes extérieurs à l’entreprise (AFNOR, 
réglementation, Eurocodes, CODAP…) ou sont mis en œuvre par l’entreprise elle-même afin 
de respecter une réglementation générale (cas de l’aéronautique). 

La simulation numérique est aujourd’hui peu couteuse et relativement simple d’usage mais 
un logiciel peut fournir des résultats aberrants, donc cette méthode demande du recul et de 
l’esprit critique…. 

Les essais sont couteux et parfois fastidieux mais restent un moyen fiable de valider une 
conception. En R&D ils fournissent de nouvelles connaissances, valident les modèles…etc. 
Certains secteurs d’activité sont obligés, par règlementation, de fournir des résultats d’essais 
de validation. 

La meilleure approche est en fait de comparer entre elles toutes ces méthodes afin de se faire 
sa meilleure idée sur la résistance finale de la structure. 

 

 
Principe Avantages Inconvénients 

Théorie 
analytique 

Calcul “feuille 
blanche” à partir de 
la théorie analytique 
standard 

Rapide 
Bon marché 

Inutilisable pour 
géométries, chargements, 
comportements 
matériaux complexes 

Normes & 
Codes 

Calculs analytiques 
basés sur des 
modèles souvent 
issus d’observations 
expérimentales 

Rapide 
Bon marché 

Difficile pour géométries, 
chargements, 
comportements 
matériaux complexes 
Trop conservatif parfois 

Simulation 
numérique 

Logiciels du 
commerce standards 
(ABAQUS, NASTRAN, 
ANSYS, MSC, CATIA, 
SOLIDWORKS.....) 
Méthodes 
numériques : 
éléments 
finis,.......etc 

Utilisable pour des 
géométries et 
comportements 
complexes 

Coût plus élevé que les 
méthodes analytiques 
(10k€-30k€ une licence 
logiciel) 
Expertise et esprit critique 
nécessaires 
Puissance de calcul 
nécessaire 

Essais 

Essai mécanique 
“échelle 1” ou sur 
modèles réduits en 
laboratoire d’essais 

Validation idéale de 
la tenue d’une 
structure 
Utilisable pour des 
géométries et 
comportements très 
complexes 

Valide seulement pour le 
cas de charge étudié 
Si besoin de modification 
géométrie ou matériau, 
procédure longue 
Cher 

Tableau 1. Comparaison des différentes méthodes de dimensionnement 
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Figure 2. Essai de fatigue sur le COMET (http://jn.passieux.free.fr/html/Comet_1.php) 

 
Figure 3. Exemple de calcul par éléments finis sur Abaqus [3] 

 

 
Figure 4. Simulation numérique de diverses attaches soudées [4] 

 

http://jn.passieux.free.fr/html/Comet_1.php
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2 Estimation des efforts et moments 

2.1 Notion de torseur 

2.1.1 Constatations 

Constatation 1 

En mécanique du point, l’équilibre du système se traduit par une somme des forces 
extérieures nulles : 

∑𝐹⃗𝑒𝑥𝑡 = 0⃗⃗ 

En mécanique des solides, cette condition est-elle suffisante ? 

Soit un solide soumis à l’action de deux forces 𝐹1⃗⃗ ⃗⃗  et 𝐹2⃗⃗ ⃗⃗  telles que 𝐹1⃗⃗ ⃗⃗ =

−𝐹2⃗⃗ ⃗⃗ . 

 

On a bien 𝐹1⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐹2⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ et pourtant on voit bien que le solide n’est pas à l’équilibre. Le solide 
n’est pas à l’équilibre car la somme des moments n’est pas nulle. 

Constatation 2 

La force F ci-dessous, appliquée en A, exerce un moment en B. Si l’on souhaite exprimer au 
point B l’action qu’a cette force, on doit exprimer à la fois la force F 
et le moment du à cette force. 

Ces constatations montrent que l’on a besoin d’un outil 
mathématique nouveau : le torseur. Il contient à la fois l’information 
sur la force et l’information sur le moment appliqué. 

2.1.2 Torseur : définition 

Un torseur statique d’action mécanique est un système constitué de deux grandeurs : 

• Une force appelée « résultante » 𝑅⃗⃗ 

• Un moment résultant 𝑀⃗⃗⃗ 

L’action en A, exercée par un solide 1 sur un solide 2, dans le repère (X,Y,Z) est exprimée 
comme ci-dessous : 

[𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 1 → 2]𝐴 = {
𝑋12 𝐿12
𝑌12 𝑀12
𝑍12 𝑁12

}

𝐴

⬚

(𝑋⃗⃗,𝑌⃗⃗𝑍⃗)

 

𝑋12, 𝑌12 et 𝑍12 sont les composantes dans le repère (X,Y,Z) de la force (résultante) appliquée 
par le solide 1 sur le solide 2 en A. 
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𝐿12, 𝑀12 et 𝑁12 sont les composantes dans le repère (X,Y,Z) du moment appliqué par le solide 
1 sur le solide 2 en A. 

De nombreuses notations existent. L’essentiel est d’en utiliser une suffisamment explicite 
pour le lecteur. 

2.1.3 Déplacement d’un torseur 

Le torseur en B d’une action mécanique appliquée au point A a pour expression : 

{
𝑅⃗⃗

𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑅⃗⃗
}

𝐵

⬚

= {
𝑅⃗⃗

𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐴

⬚

 

2.1.4 Torseur pour un problème plan 

Dans le plan un solide est soumis à deux forces et un moment. Par exemple dans le plan (𝑥⃗, 𝑦⃗), 
les forces ont pour seules composantes X et Y et les moments sont seulement suivant 𝑧. Le 
torseur d’action mécanique sera : 

{

𝑋 /
𝑌 /
/ 𝑁

}

𝐴

⬚

 

2.2 Principe fondamental de la statique 

Enoncé : un solide S est en équilibre sous l’action de n torseurs d’actions mécaniques si la 
somme des n torseurs, tous écrits au même point A, est égale au torseur nul. 

 
Figure 5. Solide soumis à trois actions mécaniques 

Pour l’exemple de la Figure 5 le PFS s’écrira : 

{
𝑅1⃗⃗⃗⃗⃗

𝑀1⃗⃗⃗⃗⃗⃗
} + {

𝑅2⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐴

⬚

 + {
𝑅3⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑀3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
}

𝐴

⬚

= {
𝜮𝑅𝑖⃗⃗ ⃗⃗

𝜮𝑀𝑖⃗⃗ ⃗⃗⃗
} =

𝐴

⬚

{0⃗⃗

0⃗⃗
}

𝐴

⬚

𝐴

⬚

 

2.3 Schématisation des liaisons par les torseurs 

Une liaison technologique usuelle peut être schématisée sous forme d’un torseur. 

Voir colonne actions transmissibles de la figure ci-dessous. 

1

2

3

A
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Tableau 2. Schématisation des liaisons par les torseurs 

Les liaisons les plus rencontrées dans les poutres sont présentées ci-dessous. 

Liaison Schéma usuel Torseur associé 

Appui 

 

{

𝑋 /
𝑌 /
/ 0

}

𝐴

⬚

 

Appui glissant 

 

{

0 /
𝑌 /
/ 0

}

𝐴

⬚

 

Encastrement 

 

{

𝑋 /
𝑌 /
/ 𝑁

}

𝐴

⬚

 

Tableau 3. Schématisation des liaisons usuelles de RDM par les torseurs 
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2.4 Cas particulier d’une charge linéique 

Une charge linéique est une charge appliquée le long d’un élément 1D. C’est une charge par 
unité de longueur exprimée en N/m. 

 

Pour exprimer son moment en un point, on peut représenter une charge linéique par une 
force ponctuelle appliquée au milieu de la ligne d’application de cette charge. 

La charge linéique ci-dessous, appliquée entre l et L, peut donc être représentée par le torseur 
en C : 

{𝑇} = {
0 0

−𝑞. (𝐿 − 𝑙) 0
0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐶

⬚

 

 

On peut déplacer ce torseur en A 

𝑀⃗⃗⃗𝐴 = 𝑀⃗⃗⃗𝐶 + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ (−𝑞. (𝐿 − 𝑙). 𝑦⃗) = (

𝐿 − 𝑙

2
0
0

) ∧ (
0

−𝑞. (𝐿 − 𝑙)
0

) = (

0
0

−𝑞.
(𝐿 − 𝑙)2

2

) 

{𝑇} = {

0 0
−𝑞. (𝐿 − 𝑙) 0

0 −𝑞.
(𝐿 − 𝑙)2

2

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐶

⬚
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3 Degré d’hyperstaticité d’un système 

3.1 Définitions 

On définit : 

• 𝑑𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 degré d’hyperstaticité global du système. 𝑑𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 correspond au nombre 
d’équations nécessaires, en plus des équations d’équilibre, pour calculer les réactions 
d’appui. 

• 𝑑𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 degré d’hyperstaticité externe 

• 𝑑𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 degré d’hyperstaticité interne 

 

Dans le plan on a 

𝑑𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 = 𝑟 − 3 

𝑑𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 = 𝑙𝑖 − (3𝑏 − 3) 

𝑑𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 = 𝑑𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 + 𝑑𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 

Avec 

• r : nombre de réactions d’appui 

• li nombre d’inconnues dues aux liaisons internes 

• b nombre d’éléments composant la structure 

 

Remarque : dans l’espace, on a : 

𝑑𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 = 𝑟 − 6 

𝑑𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒 = 𝑙𝑖 − (6𝑏 − 6) 

3.2 Exemples 

Les structures de la Figure 6 illustrent les trois degrés d’hyperstaticité et leur relation. 
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Figure 6. Exemples de degré d’hyperstaticité (EPSAA - construction A3 Guillaume NICOLAS - 2019-2020) 

 

Isostatique 

 

Hyperstatique 

 

Isostatique 

 

Hyperstatique 

 

Hyperstatique 

Figure 7. Systèmes isostatiques / hyperstatiques 

 
Image : ECAM Lyon - RdM - Serge VIALA 

Cas 1 2 3 

Paramètres r=5 

li=2 

b=2 

r=4 

li=2 

b=2 

r=3 

li=2 

b=2 

Externe 5-3=2 4-3=1 3-3=0 

Interne 2-(3*2-3)=-1 2-(3*2-3)=-1 2-(3*2-3)=-1 

Global 1 0 -1 

Figure 8. Exemples de structures isostatiques / hyperstatiques 
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3.3 Degré d’hyperstaticité interne 

On parle de stabilité interne quand deux points de la structure ne peuvent pas se déplacer l’un 
par-rapport à l’autre sans qu’il y ait déformation des éléments de la structure. Autrement dit, 
on a stabilité interne s’il est nécessaire que les éléments de la structure se déforment pour 
que deux points aient un déplacement relatif non nul. 

 
Figure 9. EPSAA - construction A3 Guillaume NICOLAS - 2019-2020 

3.4 Degré d’hyperstaticité externe 

Pour le degré d’hyperstaticité externe, on considère la structure comme indéformable et on 
compare le nombre d’inconnues de liaison au nombre d’équations apportées par les 
équations d’équilibre. 

Pour des structures simples (poutres,…), le degré d’hyperstaticité interne étant nul, on 
confond souvent le degré d’hyperstaticité externe et le degré d’hyperstaticité global. 

3.5 Autres formules pour le degré global 

Il existe de nombreuses autres formules pour calculer les différents degrés d’hyperstaticité. 

Formule 1 

𝑑𝐺 = 𝑝 − 𝑑𝑑𝑙 

• ddl nombre total de degrés de liberté avant assemblage de la structure (3 par élément 
dans le plan et 6 dans l’espace) 

• p nombre total de degrés de liberté bloqués par les liaisons 

Articulation 

 

p=2(n-1) degrés de liberté bloqués par les liaisons 

N : nombre d’éléments reliés entre eux 

Encastrement 

 

p=3(n-1) degrés de liberté bloqués par les liaisons 

N : nombre d’éléments reliés entre eux 

 

Formule 2 
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𝑑𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 =∑𝐿𝑖 +∑𝑙𝑖 −∑𝑁𝑖 − 3𝑏 

• ∑𝐿𝑖 liaisons externes (nombre de réactions aux appuis) 

• ∑ 𝑙𝑖 liaisons dans chaque barre 

• ∑𝑁𝑖 nombre de ddl bloqués aux nœuds de la structure 

• b nombre d’éléments composant la structure 

 

Exemple 

𝑑𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 = 2𝐿3 + 4𝑙2 − 2𝑁2 − 3 = 6 + 8 − 4 − 3 = 1 

 

EPSAA - construction A3 Guillaume NICOLAS - 2019-2020 

∑𝐿𝑖 = 6 

∑𝑙𝑖 = 8 

∑𝑁𝑖 = 4 

B = 3 

 



F. Menan 

15 

 

4 Résolution d’un problème de RDM 

4.1 Démarche 

1. Schématiser les liaisons par des torseurs 
2. Isoler une pièce de la structure 
3. Faire le bilan des forces sur cette pièce 
4. Calculer le degré d’hyperstaticité du problème (si problème hyperstatique, voir 

chapitres suivants) 
5. Si problème isostatique, appliquer le PFS 
6. Résoudre le système d’équations 

4.2 Exemple 

 

Etape 1 : définir les torseurs 

Exprimer le torseur d’action mécanique de chaque action ou liaison extérieure. 

Appui en A Appui glissant en B Effort en C 

{𝑇1} = {
𝑅𝑥𝐴 0
𝑅𝑦𝐴 0

0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

 

 

𝑅⃗⃗𝐴 = 𝑅𝑥𝐴. 𝑥⃗ + 𝑅𝑦𝐴. 𝑦⃗ 

𝑀⃗⃗⃗𝐴 = 0⃗⃗ 

{𝑇2} = {
0 0
𝑅𝑦𝐵 0

0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐵

⬚

 

 

𝑅⃗⃗𝐵 = 𝑅𝑦𝐵. 𝑦⃗ 

𝑀⃗⃗⃗𝐵 = 0⃗⃗ 

{𝑇3} = {
0 0
−𝐹 0
0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐶

⬚

 

 

𝐹⃗⬚ = −𝐹. 𝑦⃗ 

𝑀⃗⃗⃗𝐶 = 0⃗⃗ 

 

Etape 2 : déplacer les torseurs en un même point 

On choisit le point A. 

• Appui en A 

{𝑇1} = {
𝑅𝑥𝐴 0
𝑅𝑦𝐴 0

0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

 

• Appui glissant en B 
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𝑀⃗⃗⃗𝐴 = 𝑀⃗⃗⃗𝐵 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑅⃗⃗𝐵 = (
𝐿
0
0
) ∧ (

0
𝑅𝐵𝑦
0

) = (
0
0

𝐿. 𝑅𝐵𝑥

) 

{𝑇2} = {

0 0
𝑅𝑦𝐵 0

0 𝐿. 𝑅𝐵𝑥

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

 

• Effort en C 

𝑀⃗⃗⃗𝐴 = 𝑀⃗⃗⃗𝐶 + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝐹⃗ = (
𝑙
0
0
) ∧ (

0
−𝐹
0
) = (

0
0

−𝐹. 𝑙
) 

{𝑇3} = {
0 0
−𝐹 0
0 −𝐹. 𝑙

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

 

Etape 3 : Principe fondamental de la statique 

Pour un système en équilibre, la somme des torseurs est égale au torseur nul, en tout point 
du système. Il vient que la somme des résultantes et la somme des moments sont nulles. 

{
𝑅𝑥𝐴 0
𝑅𝑦𝐴 0

0 0

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

+ {

0 0
𝑅𝑦𝐵 0

0 𝐿. 𝑅𝐵𝑥

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

+ {
0 0
−𝐹 0
0 −𝐹. 𝑙

}

(𝑥,𝑦,𝑧)𝐴

⬚

= {0} 

𝑅𝑥𝐴 = 0 

𝑅𝑦𝐴 + 𝑅𝑦𝐵 − 𝐹 = 0 

𝐿. 𝑅𝐵𝑥 − 𝐹. 𝑙 = 0 
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5 Etude des poutres 

5.1 Notion de poutre 

 
Figure 10. Notion de poutre  

Une poutre est un solide dont une dimension, la longueur, est grande devant les grandeurs 
caractéristiques de la section (diamètre, côté, largeur, hauteur…….). C’est un solide généré par 
une section ayant translaté le long d’une abscisse (droite ou curviligne). 

Les charges supportées doivent être contenues dans le plan de symétrie. 

5.2 Hypothèses 

Le matériau sera supposé homogène et isotrope. 

Les déformations seront supposées faibles par-rapport aux dimensions de la poutre. 

Analyse élastique : le matériau reste dans le domaine élastique. 

Principe de St Venant : loin des points d’application des charges, l’état de contraintes ne 
dépend que du torseur associé à l’effet de ces charges. 

 
Figure 11. Principe de St Venant 

Hypothèse de Navier Bernoulli : toute section droite avant déformation reste, après 
déformation, une section droite. 
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Figure 12. Hypothèse de Navier Bernoulli  

5.3 Efforts dans une poutre : torseur de cohésion 

5.3.1 Définition 

Par définition, le torseur des actions de la partie II sur la partie I, écrit [Actions II → I], est le 
torseur de cohésion (ou torseur des efforts intérieurs). 

[Actions II →  I]G  = {

𝑁𝑥 𝑀𝑥
𝑇𝑦 𝑀𝑦
𝑇𝑧 𝑀𝑧

} 

𝑁𝑥 : effort normal 

𝑇𝑦 et 𝑇𝑧 : efforts tranchants  

𝑀𝑥 : moment de torsion 

𝑀𝑦 et 𝑀𝑧 : moments fléchissant (flexion) 

 
Figure 13. Méthode de la coupure dans une poutre 

5.3.2 Calcul du torseur de cohésion 

Le principe fondamental de la statique ne traite que des efforts extérieurs à la poutre. 
Comment alors déterminer les efforts internes en G ? On utilise la méthode de la coupure : on 
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coupe la poutre en deux parties I et II, suivant la section passant par G. En isolant la partie I ou 
la partie II, le torseur de cohésion devient un effort extérieur et peut être déterminé par le 
PFD. 

 

Pour déterminer le torseur de cohésion (efforts internes), on pourra utiliser une des deux 
formules suivantes : 

[𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐼𝐼 → 𝐼] = −[𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑒𝑥𝑡é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟𝑒𝑠 → 𝐼] 

Ou 

[𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝐼𝐼 → 𝐼] = [𝐴𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑒𝑥𝑡é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟𝑒𝑠 → 𝐼𝐼] 

5.3.3 Diagrammes des efforts et des moments 

En partant de la gauche de la poutre, on coupe la poutre en deux parties dans une section 
d’abscisse x puis il suffit d’identifier les actions extérieures sur la partie de gauche ou de droite. 

 

A chaque passage d’une liaison, d’un effort ou moment extérieur, une nouvelle coupure est 
nécessaire car le torseur de cohésion change d’expression. 

Ci-dessous des exemples de diagrammes d’efforts et moments. 

 



F. Menan 

20 

 

Figure 14. Diagrammes des efforts et des moments 

5.3.4 Correspondance entre les diagrammes 

L’équilibre de toute section de la poutre nous donne : 

𝑑𝑀𝑓

𝑑𝑥
+ 𝑇 = 0 

𝑑𝑀𝑡
𝑑𝑥

= 0 

5.3.5 Torseurs de cohésion usuels 

 
Figure 15. Torseurs de cohésion pour diverses sollicitations dans une section droite [5] 
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6 Caractéristiques géométriques des sections 

On connait maintenant les “efforts intérieurs” dans la structure (torseur de cohésion). 

On va déterminer les contraintes induites par ces efforts. 

Pour déterminer les contraintes dans la poutre, il nous faut d’abord déterminer les 
caractéristiques géométriques des sections. C’est l’objet de ce chapitre. 

6.1 Centre de gravité 

6.1.1 Pour un solide 

Le centre de gravité G d’un solide est le barycentre des masses. Pour tout point O on a 

𝑚.𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ∫ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑑𝑚

⬚

𝑀∈ 𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒

 

6.1.2 Pour un ensemble de points matériels ou de solides 

𝑚.𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ∑𝑚𝑖 . 𝑂𝐺𝑖⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

6.1.3 Cas d’un solide homogène 

Si la masse volumique est la même en tout point (solide homogène), 𝜌(𝑀) = 𝜌 et 𝑚 = 𝜌. 𝑉 
donc 

𝜌. 𝑉. 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = ∬ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝜌𝑑𝑉

⬚

𝑀∈𝑆𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒

= 𝜌. ∬ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑑𝑉

⬚

𝑀∈𝑆𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒

 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

V
. ∬𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑑𝑉

⬚

𝑀∈𝑆

 

Le centre de gravité est alors le centre géométrique du solide. 

6.1.4 Centre de gravité d’une section homogène 

Pour une section homogène, de masse surfacique identique en tout point, 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

𝑆
. ∬𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑑𝑆

⬚

𝑀∈𝑆

 

Le centre de gravité est alors le centre géométrique de la section. 
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6.2 Moment statique 

Le moment statique 𝑆∆ d’une section S par-rapport à l’axe Δ est défini par 

𝑆∆ =∬𝛼. 𝑑𝑆

⬚

S

 

La distance r est la distance entre la surface 𝑑𝑆 et l’axe Δ. 

 
Figure 16 

En particulier, les moments statiques par-rapport aux axes (Oy) et (Oz) ont pour expression 

𝑆𝑂𝑦 =∬𝑧. 𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

Σ

 

𝑆𝑂𝑧 =∬𝑦. 𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

Σ

 

6.3 Relation entre le moment statique et le centre de gravité 

On a vu que pour une section homogène, 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

𝑆
. ∬𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑑𝑆

⬚

𝑀∈𝑆

 

Si l’on projette cette égalité vectorielle sur les axes de la Figure 16 on obtient 

𝑦𝑔 =
1

𝑆
. ∬y. 𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

𝑀∈𝑆

 

𝑧𝑔 =
1

𝑆
. ∬z. 𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

𝑀∈𝑆

 

On a donc 

𝑆. 𝑦𝐺 = 𝑆𝑂𝑧 

𝑆. 𝑧𝐺 = 𝑆𝑂𝑦 

z

y

α



F. Menan 

23 

 

Dans la pratique, on calculera souvent le moment statique d’une section à l’aide de ces 
relations, car on connait généralement facilement la position du centre de gravité G. 

6.4 Moment quadratique 

6.4.1 Définition 

Par définition, le moment quadratique d’une section S par-rapport à l’axe Δ est défini par : 

𝐼Δ =∬𝛼². 𝑑𝑆

⬚

S

 

La distance α est la distance entre la surface 𝑑𝑆 et l’axe Δ. 

 
Figure 17 

6.4.2 Moment quadratique pour un axe quelconque : théorème de 
Huygens 

Soit le solide ci-dessous de surface S et de centre de gravité G. 

 
Figure 18. Moment quadratique pour un axe quelconque : théorème de Huyghens 

L’axe X’ passant par G est parallèle à l’axe X et situé à une distance a. 

Par définition, le moment d’inertie de la section S par-rapport à l’axe GX et le moment d’inertie 
de la section S’par-rapport à l’axe GX’ ont pour expression 

z

y

α

G

X

X’

Y

a

Y’

O
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𝐼𝑋 =∬𝑦²𝑑𝑆

⬚

𝑆

 

𝐼𝐺𝑋′ =∬𝑦′²𝑑𝑆

⬚

𝑆

 

Or, pour tout point M de la section S, la coordonnée y du point M dans le repère (X,Y) est 

𝑦 = 𝑎 + 𝑦′ 

𝐼𝑋 =∬(𝑎 + 𝑦′)²𝑑𝑆

⬚

𝑆

=∬𝑎2 + 2𝑎𝑦′ + 𝑦′²𝑑𝑆

⬚

𝑆

=∬𝑎2𝑑𝑆

⬚

𝑆

+∬2𝑎𝑦′𝑑𝑆

⬚

𝑆

+∬𝑦′²𝑑𝑆

⬚

𝑆

 

L’intégrale ∬ 2𝑎𝑦′𝑑𝑆
⬚

𝑆
 est nulle car l’axe X’ passe par le centre de gravité et par définition. 

De plus 

∬𝑎2𝑑𝑆

⬚

𝑆

= 𝑎2. 𝑆 

Le dernier terme n’est autre que 𝐼𝐺𝑋. 

On peut finalement écrire le théorème de Huygens : « le moment d’inertie 𝑰𝑿 par rapport à 
un axe quelconque X est égal au moment d’inertie 𝑰𝑮𝑿′ de cette surface par rapport l’axe X’ 
parallèle au premier et mené par son centre de gravité, augmenté du produit de la surface S 
par le carré de la distance a entre ces deux axes. » 

𝐼𝑂𝑋 = 𝐼𝐺𝑋 + 𝑎
2. 𝑆 

6.4.3 Remarque : calcul de moments quadratiques pour des sections 
usuelles 

L’utilisation de l’intégrale peut mener à des calculs fastidieux. 

Dans la pratique, on pourra presque toujours calculer le moment quadratique d’une section 
en la décomposant en surfaces élémentaires dont le moment quadratique est connu et en 
opérant par addition ou soustraction (Figure 19), et en utilisant le théorème de Huygens si 
nécessaire. 
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Figure 19. Jean Résal - 1892 [6] 

6.5 Moment quadratique polaire 

Le moment quadratique polaire par-rapport au point O ci-dessous est donné par : 

𝐼𝑂 =∬𝑟²𝑑𝑆

⬚

𝑆

 

 
Figure 20 

Remarque : en Figure 20 on a, par le théorème de Pythagore 

𝐼𝑂 =∬𝑟²𝑑𝑆

⬚

𝑆

=∬𝑦2 + 𝑧²𝑑𝑆

⬚

𝑆

 

Donc 

𝐼𝑂 = 𝐼𝑜𝑧 + 𝐼𝑜𝑦 

Avec 𝐼𝑜𝑧 et 𝐼𝑜𝑦 moments quadratique de la section S par-rapport à z et y. 

z

y

r

O
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6.6 Moment quadratique et moment quadratique polaire de 
sections usuelles 

 
Figure 21. Moment quadratique et moment quadratique polaire de sections usuelles [7] 
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Tableau 4. Moment quadratique et moment quadratique polaire de sections usuelles [8] 
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7 Estimation des contraintes 

7.1 Traction – Compression 

En supposant un champ de contraintes uniforme sur la section, alors en tout point de S, 

𝜎𝑥𝑥 =
𝑁

𝑆
 

 

 
Figure 22. Traction. Profil des contraintes 

7.1.1 Charge excentrée : notion de noyau central 

Soit une section de surface S soumise à un effort normal N. 

L’effort N n’est pas appliqué au centre de la section (Figure 23), mais en un point A différent 
de G. 

 
Figure 23. Allure des contraintes générées par un effort normal excentré appliqué en A 

On voit que l’effort normal va induire un profil linéaire de contraintes tel que ci-dessous. 

En effet, l’effort N appliqué en A est équivalent à un effort N appliquée en G + un moment 
fléchissant Mf en G. Le moment fléchissant Mf a pour expression : 

𝑀⃗⃗⃗𝐺(𝑁⃗⃗⃗) = 𝑀⃗⃗⃗𝐴(𝑁⃗⃗⃗) + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑁⃗⃗⃗ = 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑁⃗⃗⃗ = 𝐴𝐺.𝑁. 𝑧 

𝑀𝑓𝑧 = 𝐴𝐺.𝑁 

L’état de contraintes induit par l’effort N en A est donc identique à l’état de contraintes obtenu 
en appliquant N et Mf en G : 

 
Figure 24. Allure des contraintes générées par un effort normal excentré appliqué en A. Les contraintes sont identiques à 

celles générées par un effort et un moment en G 

On peut alors se poser la question : 

N N
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Dans quelle zone de la section l’effort doit-il rester pour que les contraintes induites soient 
seulement de compression (si N<0) ou de traction (si N>0) ? 

C’est une question pertinente par exemple pour un poteau fait d’un matériau montrant une 
faible résistance en traction (béton). On souhaiterait en effet que l’ensemble de la section 
reste en compression. 

Le point d’application de la charge doit rester dans une partie de la section appelée noyau 
central. 

Le noyau central est une partie de la section S. En tout point du noyau central, un effort 
normal appliqué en ce point induit des contraintes normales de signe constant sur 
l’ensemble de la section. 

 

Exemple : calcul de noyau central pour une surface circulaire 

Soit une surface circulaire de rayon R soumise à un effort N excentré à la distance a de l’axe 
neutre (centre géométrique de la section). 

 

Les contraintes normales ont pour expression, en tout pointe d’ordonnée y 

𝜎 =
𝑁

𝑆
−
𝑀𝑓 . 𝑦

𝐼𝑧
 

Avec 

𝑀𝑓 = 𝑎.𝑁 

La contrainte maximale doit rester nulle pour que l’ensemble de la section soit en compression 
donc la valeur de a qui définit la limite du noyau central vérifie : 

𝑁

𝑆
−
𝑎.𝑁. 𝑦

𝐼𝑧
= 0 

1

𝜋𝑅²
−
𝑎. 𝑅

𝜋𝑅4

4

= 0 

𝑎 =
𝑅

4
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Figure 25. Noyau central d'une section circulaire 

On montre ci-dessous des exemples de noyau central (surface grisée) pour diverses sections. 

 

 
Figure 26. Ellipses centrales et noyaux de divers profils [9] 

7.2 Cisaillement 

7.2.1 Contrainte de cisaillement 

7.2.1.1 Formule simplifiée 

Soit la section S soumise à l’effort tranchant T suivant l’axe y. En supposant un champ de 
contraintes uniforme sur la section (Figure 27), alors en tout point de S, 

𝜏𝑥𝑦 =
𝑇

𝑆
 

𝜏𝑥𝑧 = 0 

𝜏𝑥𝑦 est la contrainte de cisaillement dans la section S, suivant la direction y. 

𝜏𝑥𝑧 est la contrainte de cisaillement dans la section S, suivant la direction z. 

 
Figure 27. Hypothèse d’un champ de contrainte de cisaillement uniforme sur la section 

Le champ de contraintes de cisaillement n’est pas réellement uniforme. On peut prendre cela 
en compte par la notion de section réduite : 

X

Y
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𝜏𝑥𝑦 =
𝑇

𝑆(1 + 𝜂)
 

Section rectangulaire : η=-1/6 ; Section circulaire : η=-1/10 

7.2.1.2 Autre approche 

En un point de la surface de la poutre, la contrainte de cisaillement doit être tangente au 
contour de la section. Soit la courbe BC de longueur L(y) et située à la distance y de l’axe neutre 
Gx (Figure 28). Supposons que la contrainte de cisaillement est normale à la courbe BC et de 
valeur constante. 

 
Figure 28. Cisaillement dans une section [10] 

Dans la section ABC, l’effort normal est nul. 

Dans la section A’B’C’, on trouve des contraintes normales dues au moment fléchissant créé 
par l’effort tranchant T appliqué sur la section ABC. Ce moment noté 𝑑𝑀 a pour expression 

𝑑𝑀 = −𝑇. 𝑑𝑥 

Dans la section A’B’C’, la résultante des contraintes normales donne : 

∫ 𝜎𝑑𝑆

⬚

𝑆

= ∫ −
𝑇

𝐼𝑧
. 𝑑𝑥. 𝑦. 𝑑𝑆

⬚

𝑆

= −
𝑇

𝐼𝑧
. 𝑑𝑥.∫ 𝑦𝑑𝑆

⬚

𝑆

= −
𝑇

𝐼𝑧
. 𝑆𝐺𝑧. 𝑑𝑥 

Avec 𝑆𝐺𝑧 moment statique de la section ABC par-rapport à l’axe Gz. 

Le signe – indique que quand T>0, la face A’B’C’ est en compression et l’effort normal résultant 
est négatif. 

Par ailleurs, l’équilibre de la section jaune ci-dessous implique qu’en tout point de la face 
BCC’B’, on trouve une contrainte tangentielle égale à 𝜏 et parallèle à 𝑥⃗. 
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Figure 29 

Finalement, le principe fondamental de la statique sur le prisme de section ABC et de longueur 
dx, projeté sur l’axe 𝑥⃗, énonce : 

𝜏. 𝑑𝑥. 𝐿(𝑦) −
𝑇

𝐼𝑧
. 𝑆𝐺𝑧 . 𝑑𝑥 = 0 

𝜏 =
𝑇. 𝑆𝐺𝑧
𝐼𝑧 . 𝐿(𝑦)

 

Remarque : dans le cas où l’axe y est vers le haut, on prend le moment statique de la section 
située au-dessus du point considéré. Pour un exemple, voir 

https://metaletech.com/2021/02/01/calcul-des-contraintes-de-cisaillement-dans-une-
section/ 

7.2.2 Déformation angulaire 

 
Figure 30. Déformation de cisaillement 

Glissement 

𝛾 =
𝑑𝑤

𝐿
= tan 𝜃 

 (Faible déformation : γ ≈ θ) 

Loi de comportement : 

𝜏 = 𝐺. 𝛾 

G : module de cisaillement 

Pour un matériau isotrope :  

L

τ

τ dw

θ

https://metaletech.com/2021/02/01/calcul-des-contraintes-de-cisaillement-dans-une-section/
https://metaletech.com/2021/02/01/calcul-des-contraintes-de-cisaillement-dans-une-section/
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𝐺 =
𝐸

2. (1 + 𝜗)
 

7.3 Torsion 

 
Figure 31. Torsion 

Soit une section soumise à 𝑀𝑡𝑥 moment de torsion. Ce moment est porté par l’axe x de la 

poutre. 

Contrainte de cisaillement : 

𝜏 =
𝑀𝑡𝑥. 𝑟

𝐼𝐺
 

Contrainte de cisaillement maximale au sein de la section : 

𝜏𝑚𝑎𝑥𝑖 =
𝑀𝑡𝑥. 𝑟𝑚𝑎𝑥𝑖

𝐼𝐺
 

IG : moment quadratique polaire (mm4) 

7.4 Flexion pure 

7.4.1 Torseur de cohésion 

Soit une poutre d’axe 𝑥⃗ (Figure 32). Au centre de gravité de la section, en flexion pure, le 
torseur des efforts internes a pour composantes : 

{

0 0
0 0
0 𝑀𝑓𝑧

}

𝐺

 

𝑀𝑓𝑧 est appelé moment fléchissant par-rapport à l’axe G𝑧. 

 
Figure 32 

y

x

z
G
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7.4.2 Contraintes en flexion pure 

La flexion pure fait apparaitre des contraintes normales dans la poutre. On observe 
expérimentalement, en flexion pure, un profil linéaire des contraintes (Figure 33). 

 

 
Figure 33. Répartition des contraintes en flexion pure 

Soit la section Σ ci-dessous, soumise à un moment fléchissant 𝑀𝑓. 

 
Figure 34. Profil des contraintes dans une section ∑ soumise à un moment fléchissant Mfz 

L’équilibre de la section Σ donne 

𝑀𝑓𝑧 = −∬𝑦. 𝜎𝑥𝑥 . 𝑑𝑆

⬚

Σ

 

Si on suppose une répartition linéaire des contraintes en fonction de y alors on peut écrire 

𝜎𝑥𝑥 = 𝐴. 𝑦 

Avec A constante réelle. On a alors 

𝑀𝑓𝑧 = −𝐴.∬𝑦². 𝑑𝑆

⬚

Σ

 

𝐴 = −
𝑀𝑓𝑧

∬ 𝑦2. 𝑑𝑆
⬚

Σ

= −
𝑀𝑓𝑧

𝐼𝑧
 

𝜎𝑥𝑥(𝑀) = −
𝑀𝑓𝑧 . 𝑦(𝑀)

𝐼𝑂𝑧
 

𝐼𝑂𝑧 : moment quadratique de la section Σ par-rapport à l’axe z passant par la ligne neutre, lieu 
des points où la contrainte normale est nulle. 

Or en flexion pure, l’effort normal N total dans la section est nul (on impose seulement un 
moment fléchissant). Or 

x

y

x

y

O
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𝑁 = ∫ 𝜎(𝑀)𝑑𝑆

⬚

M∈Σ

= 0 

Compte-tenu de l’expression précédente, 

𝑁 = ∫ −
𝑀𝑓𝑧 . 𝑦(𝑀)

𝐼𝑧
𝑑𝑆

⬚

M∈Σ

= 0 

Donc l’axe Oz est tel que 

∫ 𝑦(𝑀)𝑑𝑆

⬚

M∈Σ

= 0 

Le moment statique de la section par-rapport à l’axe Oz, la ligne neutre, est nul. Par 
conséquent la ligne neutre passe par le centre de gravité de la section. 

Finalement, on peut écrire 

𝜎𝑥𝑥(𝑀) = −
𝑀𝑓𝑧 . 𝑦(𝑀)

𝐼𝐺𝑧
 

Avec 𝐼𝐺𝑧 : moment quadratique de la section Σ par-rapport à l’axe Gz, G étant le centre de 
gravité de la section. 

 

 
Figure 35. Flexion pure 

7.5 Principe de superposition 

Tant que le matériau reste dans son domaine élastique, et que les déformations restent 
petites devant les dimensions de la structure, les conséquences (déplacements, contraintes….) 
de l’action de plusieurs forces peuvent être considérées comme la somme des conséquences 
de ces actions. 

Exemple : flexion simple = cisaillement + flexion pure 
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Figure 36. Flexion simple = cisaillement + flexion pure 

7.5.1 Exemple 

Soit une section de surface S, moment d’inertie Iz suivant l’axe z, soumise à un moment 
fléchissant Mf et à un effort normal N. 

L’effort normal N crée des contraintes normales de traction (>0) ou de compression (<0) 
d’expression  

𝜎 =
𝑁

𝑆
 

Le moment fléchissant crée des contraintes normales de traction et de compression (profil 
linéaire de la Figure 35) d’expression : 

𝜎 = −𝑀𝑓 .
𝑦

𝐼𝑧
 

Par superposition, la contrainte totale en un point d’ordonnée y de la section a pour 
expression 

𝜎 =
𝑁

𝑆
−𝑀𝑓 .

𝑦

𝐼𝑧
 

Le profil des contraintes est fourni ci-dessous. 

 
Figure 37. Exemple de profil des contraintes lors d’une superposition d’un effort normal et d’un moment fléchissant 

x

y

x

Mfz

x

Ty

A B

B

B

A

A
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7.6 Concentration de contraintes 

Une pièce comportant un accident de forme (trou, changement de section,…) montrera une 
concentration de contraintes proche de cet accident, càd une augmentation locale de la 
contrainte. 

Dans la pratique on définit un facteur de concentration de contraintes Kt tel que : 

𝐾𝑡 =
𝜎𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑙𝑒
 

Kt peut être estimé expérimentalement ou par la simulation numérique. Dans de nombreux 
cas, des abaques issus de travaux expérimentaux fournissent des valeurs de Kt pour des 
géométries « standards ». 

Remarque : ne pas confondre Kt avec le Facteur d’Intensité de Contraintes K en pointe d’une 
fissure (voir discipline appelée mécanique de la rupture...). 

 
Figure 38. Concentration de contraintes autour d'une entaille (gauche) et d'un trou (droite) 

 
Figure 39. Concentrations de contraintes en traction [7] 

σnominale σnominale
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Figure 40. Concentrations de contraintes en torsion [7] 

7.7 Critères de rupture / dimensionnement 

7.7.1 Critères de limite élastique 

7.7.1.1 Critère de Rankine (ou de la plus grande contrainte principale) 

La plus grande contrainte principale doit rester inférieure à la limite d’élasticité Re. 

𝜎1 < 𝑅𝑒 

7.7.1.2 Critère de Von Mises 

Soient σ1, σ2, σ3 les contraintes principales. Soit la contrainte équivalente de Von Mises 
définie par : 

𝜎𝑒𝑞 =
1

√2
.√(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)² 

Enoncé du critère : en tout point du domaine 𝜎𝑒𝑞 doit rester inférieure à la limite d’élasticité 

en traction pure 𝑅𝑒 : 

𝜎𝑒𝑞 < 𝑅𝑒 

Détails 

𝜎 = 𝜎𝑠̿ + 𝜎𝑑̿̿ ̿ 

Partie sphérique : 𝜎𝑠̿ = 𝜎𝑠. 𝐼  ̿avec 𝜎𝑠 =
𝑡𝑟𝜎̿

3
=
𝜎1+𝜎2+𝜎3

3
 

Densité volumique d’énergie de déformation 

𝑊 =
1

2
. 𝜎: 𝜀 ̿ =

1

2
. (𝜎𝑠 . 𝐼 ̿ + 𝜎𝑑̿̿ ̿): 𝜀  ̿

On s’intéresse à la partie déviatrice de W 

𝑊𝑑 =
1

2
. 𝜎𝑑̿̿ ̿: 𝜀 ̿ =

1

2
. (𝜎: 𝜀 ̿ − 𝜎𝑠̿: 𝜀)̿ 

En introduisant la loi de comportement du solide élastique linéaire isotrope : 

𝜀̿ =
1 + 𝜐

𝐸
. 𝜎 −

𝜐

𝐸
. 𝑡𝑟𝜎. 𝐼 ̿

On obtient 

𝑊𝑑 =
1

2
.
1 + 𝜐

𝐸
.
1

3
. ((𝜎1 − 𝜎2)² + (𝜎2 − 𝜎3)² + (𝜎1 − 𝜎3)²) 
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Ce critère suppose que le matériau reste dans le domaine élastique tant que la densité 
volumique de l’énergie déviatrice reste inférieure à la valeur Wde qu’elle prend à l’apparition 
de la plasticité lors d’un essai de traction pure 

𝑊𝑑 𝑒 =
1 + 𝜐

𝐸
.
1

3
. 2. 𝜎𝑒

2 

Le critère de Von Mises s’écrit alors : 

1

3
.√(𝜎1 − 𝜎2)² + (𝜎2 − 𝜎3)² + (𝜎1 − 𝜎3)² ≤

√2

3
. 𝑅𝑒 

Autre écriture : 

𝜎𝑒𝑞 =
1

√2
.√(𝜎1 − 𝜎2)² + (𝜎2 − 𝜎3)² + (𝜎1 − 𝜎3)² 

𝜎𝑒𝑞 ≤ 𝑅𝑒 

 

7.7.1.3 Critère de Tresca (ou de la contrainte de cisaillement maximale) 

La contrainte de cisaillement maximale (
𝜎1−𝜎3

2
) doit rester en tout point inférieure à la valeur 

𝜏𝑒 = 𝑅𝑒/2 qu’elle prend lors d’un essai de traction pure : 

𝜎1 − 𝜎3
2

= 𝜏𝑚𝑎𝑥 ≤
𝑅𝑒
2

 

7.7.1.4 Synthèse 

Le critère de Rankine est plutôt utilisé dans le cas des matériaux fragiles (verre, béton, fonte…). 

Si, pour les matériaux ductiles, Von Mises est un peu plus précis que Tresca, de nombreuses 
vérifications expérimentales ont donné des résultats situés sur la frontière entre les deux 
critères. Tresca, plus simple et souvent utilisé, est plus conservatif : il laisse une marge de 
sécurité légèrement plus grande. Cependant, beaucoup de logiciels de simulation numérique 
proposent seulement Von Mises donc ce critère est le plus répandu. 

7.7.2 Critère sur la flèche maximale 

On apporte souvent un critère de flèche maximale aux éléments sollicités en flexion (par 
exemple la flèche maxi ne doit pas dépasser 1/500ème de la portée de la poutre). 
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8 Loi de comportement d’une poutre en flexion 

8.1 Déformée d’une poutre en flexion 

8.1.1 Notions préliminaires : où l’on retourne à la source 

Soit un point de coordonnées polaires (𝑟, 𝜃) situé en A. 

Quand l’angle 𝜃 varie de 𝑑𝜃, le point se déplace de la distance ds. Que vaut ds ? 

Soit A le point de départ et B le point d’arrivée du déplacement du point. 

 

En assimilant l’arc ds à un segment de droite, 

𝑑𝑠 = 𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 

𝑑𝑠 = √(𝑟. cos(𝜃 + 𝑑𝜃) − 𝑟. cos 𝜃)2 + (𝑟. sin(𝜃 + 𝑑𝜃) − 𝑟. sin 𝜃)² 

𝑑𝑠 = √(𝑟.
cos(𝜃 + 𝑑𝜃) − cos 𝜃

𝑑𝜃
. 𝑑𝜃)

2

+ (𝑟.
sin(𝜃 + 𝑑𝜃) − sin 𝜃

𝑑𝜃
. 𝑑𝜃) ² 

𝑑𝑠 = √(𝑟. (− sin 𝜃). 𝑑𝜃)2 + (𝑟. (cos 𝜃). 𝑑𝜃)2 

𝑑𝑠 = 𝑟. 𝑑𝜃 

 

Soit maintenant la fonction 𝑦(𝑥). La longueur ds de la Figure 41 a pour expression 𝑑𝑠 =
𝜌(𝑥). 𝑑𝛼 avec 𝜌(𝑥) rayon de courbure de la courbe en x. De plus, 

tan𝛼 = 𝑦′(𝑥) 

𝛼 = atan 𝑦′(𝑥) 

𝑑𝛼

𝑑𝑥
= 𝑦′′(𝑥).

1

1 + 𝑦′(𝑥)²
 

𝑑𝛼 =
𝑦′′(𝑥)

1 + 𝑦′(𝑥)²
. 𝑑𝑥 

B

A

x

y
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Figure 41. https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbure_d%27un_arc#Formulaire 

De plus, 

𝑑𝑠 = √𝑦′(𝑥)2. 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑥² = 𝑑𝑥.√1 + 𝑦′(𝑥)2 

𝑑𝑥.√1 + 𝑦′(𝑥)2 = 𝜌(𝑥). 𝑑𝛼 = 𝜌(𝑥).
𝑦′′(𝑥)

1 + 𝑦′(𝑥)²
. 𝑑𝑥 

√1 + 𝑦′(𝑥)2 = 𝜌(𝑥).
𝑦′′(𝑥)

1 + 𝑦′(𝑥)²
 

Finalement, 

𝜌(𝑥) =
(1 + 𝑦′(𝑥)2)

3
2

𝑦′′(𝑥)
 

Si 𝑦′(𝑥) est très petit devant 1 (pente de la courbe faible), alors 

𝑦′′(𝑥) =
1

𝜌(𝑥)
 

8.1.2 Déformée d’une poutre en flexion 

Soit une poutre d’axe 𝑥⃗ sollicitée par une force 𝐹⃗ créant un moment de flexion 𝑀𝑓𝑧(𝑥) suivant 

l’axe z. Soit un élément de poutre, d’abscisse x et de longueur x (Figure 42). 

Dans cet élément de poutre on considère la fibre AB située à la distance y(x) de la fibre neutre. 
Dans la configuration non déformée, AB a la même longueur que la fibre neutre donc AB=dx. 

La déformation 𝜀𝑥𝑥(x) de la fibre AB est donnée par 

𝜀𝑥𝑥(𝑥) =
𝐴′𝐵′ − 𝐴𝐵

𝐴𝐵
=
(𝜌(𝑥) − 𝑦(𝑥)). 𝑑𝜃(𝑥) − 𝑑𝑥

𝑑𝑥
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Figure 42. Loi de comportement d'une poutre en flexion 

Or par définition la fibre neutre ne subit pas de déformation donc 𝑑𝑥 = 𝜌(𝑥). 𝑑𝜃(𝑥) et 

𝜀𝑥𝑥(𝑥) =
(𝜌(𝑥) − 𝑦(𝑥)). 𝑑𝜃(𝑥) − 𝜌(𝑥). 𝑑𝜃(𝑥)

𝜌(𝑥). 𝑑𝜃(𝑥)
= −

𝑦(𝑥)

𝜌(𝑥)
 

La loi de Hooke en traction uniaxiale indique : 

𝜎𝑥𝑥  (𝑥) = 𝐸. 𝜀𝑥𝑥 (𝑥) 

Donc 

𝜎𝑥𝑥(𝑥) = −𝐸.
𝑦(𝑥)

𝜌(𝑥)
 

Par ailleurs l’équilibre de la section nous indique que 

𝜎𝑥𝑥 = −
𝑀𝑓𝑧. 𝑦

𝐼𝑧
 

Donc 

𝐸.
𝑦(𝑥)

𝜌(𝑥)
=
𝑀𝑓𝑧 . 𝑦

𝐼𝑧
 

Donc 

1

𝜌(𝑥)
=
𝑀𝑓𝑧

𝐸. 𝐼𝑧
 

Or, on a vu que 

𝑦′′(𝑥) =
1

𝜌(𝑥)
 

F

x

A B
y

dx

A’ B’
y

dθ

Configuration non déformée

Configuration déformée
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Donc 

𝑦′′(𝑥) =
𝑀𝑓𝑧

𝐸. 𝐼𝑧
 

Finalement 

𝑀𝑓𝑧(𝑥) = 𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦′′(𝑥) 

 

 
Figure 43. Déformée d'une poutre [7] 
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9 Systèmes hyperstatiques 

9.1 Résolution d’un problème hyperstatique 

Dans un système hyperstatique, les équations issues du PFS ne suffisent pas pour calculer les 
efforts et moments appliqués. 

Pour résoudre un problème hyperstatique, il convient donc de déterminer des équations 
supplémentaires. Ces équations seront apportées par l’étude des déplacements et des 
rotations de la structure. 

Un point de départ courant est le principe de superposition. Il permet de ramener le problème 
hyperstatique à une somme de problèmes isostatiques qui chacun peuvent se résoudre avec 
le PFS. 

9.1.1 Exemple 1 

Soit une poutre sur 3 appuis (A : pivot, C : ponctuelle, B : ponctuelle), soumise à une charge 
répartie de densité linéique q. 

 
Figure 44. Poutre sur 3 appuis et charge répartie 

Ce système est hyperstatique d’ordre 1. 

Par superposition on peut écrire : 

 

 

Soient 

𝑦1𝑐 : flèche de la poutre dans le cas 1 

𝑦2𝑐 : flèche de la poutre dans le cas 2 

𝑦𝑐 sur le cas réel (cas hyperstatique). On sait que 𝑦𝑐 = 0. 

Or par superposition, 

𝑦𝑐 = 𝑦1𝑐 + 𝑦2𝑐 = −
5. 𝑞. 𝐿4

384. 𝐸. 𝐼𝑧
+
𝑅𝑌𝑐. 𝐿

3

48. 𝐸. 𝐼𝑧
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Donc on obtient une équation supplémentaire, liée à une hypothèse sur la déformation de la 
poutre. 

Après résolution, 

𝑅𝑐 =
5. 𝑞. 𝐿

8
 

Et par le principe fondamental de la statique : 

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝑞𝐿 

En remarquant que la réaction en A est égale à la réaction en B par symétrie, alors 

𝑅𝑌𝐴 = 𝑅𝑌𝐵 =
3. 𝑞. 𝐿

16
 

9.1.2 Exemple 2 

A l’aide des conditions aux limites sur les appuis, on peut obtenir des équations 
supplémentaires. 

Soit une poutre en flexion, alors la déformée est donnée par 

𝑀𝑓𝑧 = 𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦′′ 

Soit une poutre de longueur L, module d’Young E, moment quadratique Iz, encastrée à chaque 
extrémité. 

 

Les inconnues sont au nombre de 6 : XA YA MA XC YC MC 

Par symétrie, YA = YC = F/2 et MA = MC. 

Le système est hyperstatique d’ordre 1. 

Le moment fléchissant entre A et B est donné par (méthode de la coupure) : 

𝑀𝑓𝑧 = −𝑀𝐴 + 𝐹.
𝑥

2
 

𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦
′′ = −𝑀𝐴 + 𝐹.

𝑥

2
 

𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦
′ = −𝑀𝐴. 𝑥 +

𝐹

2
.
𝑥2

2
+ 𝐾1 

Conditions aux limites : 𝑦′(0) = 0 donc 𝐾1 = 0. 

Or par symétrie, on a aussi 𝑦′ (
𝐿

2
) = 0 donc 

−𝑀𝐴.
𝐿

2
+
𝐹

4
. (
𝐿

2
)
2

= 0 



F. Menan 

46 

 

Donc 

𝑀𝐴 =
𝐹. 𝐿

8
 

9.2 Méthode des déplacements 

Les inconnues sont les déplacements au niveau des nœuds. Les efforts sont donc déduits une 
fois les déplacements déterminés. 

Lorsque le degré d’hyperstaticité augmente, la méthode des déplacements se montre 
pertinente car elle fournit rapidement un nombre d’équations important. Sa mise en œuvre 
est cependant plus délicate. 

9.2.1 Mise en évidence 

Soit la structure hyperstatique ci-dessous soumise à une charge linéique q. 

On suppose que le point B ne se déplace pas (longueurs de poutres invariantes), mais on 
considère sa rotation. Par continuité de l’encastrement, elle est identique côté barre AB et 
barre BC. 

 

 

On peut considérer l’état de la barre AB comme la superposition de deux états : 
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𝑀𝑗𝑖0 est le moment en B dû aux actions extérieures (ici la charge linéique). 

𝑀 est le moment qui crée la rotation en B observée sur la structure réelle. C’est l’originalité 
de la méthode des déplacements : les efforts/moments sont la conséquence des 
déplacements/rotations qu’on a imposés à la structure. 

Soit 𝑀𝐵_𝐴𝐵 le moment en B au bout de la barre AB sur la structure réelle, alors par 
superposition 

𝑀𝐵_𝐴𝐵 = 𝑀𝑗𝑖0 +𝑀 

Calcul des moments 𝑴𝒊𝒋𝟎 et 𝑴 

• Moment 𝑴𝒊𝒋𝟎 

 
Figure 45. Charge uniformément répartie 

Encastrement : 𝜔𝐴𝑖 = 0 donc par superposition et avec le formulaire Figure 46 on a 

𝑀𝑖𝑗0𝐿

3𝐸𝐼
−
𝑀𝑗𝑖0𝐿

6𝐸𝐼
−
𝑞. 𝐿3

24𝐸𝐼
= 0 

 

 
Figure 46. Formulaires 3 moments 

Avec 𝑀𝑖𝑗0 = −𝑀𝑗𝑖0 on obtient 

𝑀𝑖𝑗0𝐿

3𝐸𝐼
+
𝑀𝑖𝑗0𝐿

6𝐸𝐼
−
𝑞. 𝐿3

24𝐸𝐼
= 0 

𝑀𝑖𝑗0

3
+
𝑀𝑖𝑗0

6
=
𝑞. 𝐿²

24
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2𝑀𝑖𝑗0

3
+
𝑀𝑖𝑗0

3
=
𝑞. 𝐿²

12
 

𝑀𝑖𝑗0 = −
𝑞. 𝐿2

12
= −𝑀𝑗𝑖0 

• Moment M 

Soit la poutre ci-dessous : 

 

On représente cette poutre par : 

 

Pour déterminer les inconnues de liaison on va considérer la rotation en A : 

𝜔𝐴 = −
𝑀𝐴𝐿

3𝐸𝐼
−
𝑀𝐿

6𝐸𝐼
 

(voir tableau Figure 46). 

Or du fait de l’encastrement,  

𝜔𝐴 = 0 

Donc 

𝑀𝐴 = −
𝑀

2
 

Somme des moments en A : 

−𝑀𝐴 +𝑀 + 𝑌𝐵. 𝐿 = 0 

Donc 

𝑌𝐵 = −
3𝑀

2𝐿
 

Moment fléchissant dans la section d’abscisse x : 

𝑀𝑓 = 𝐸𝐼𝑦
′′ = 𝑀 + 𝑌𝐵. (𝐿 − 𝑥) = 𝑀 −

3𝑀

2𝐿
(𝐿 − 𝑥) 

La rotation 𝜔(𝑥) est obtenue par intégration de y’’. 

𝐸𝐼𝑦′(𝑥) = 𝐸𝐼𝜔(𝑥) = 𝑀𝑥 −
3𝑀

2𝐿
(𝐿𝑥 −

𝑥2

2
) + 𝐾 

La rotation en A est nul donc K=0. 
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Au point B : 

𝜔𝐵 = 𝜔(𝐿) =
1

𝐸𝐼
. (𝑀𝐿 −

3𝑀

2𝐿
. (𝐿2 −

𝐿2

2
)) =

𝑀𝐿

4𝐸𝐼
 

On a donc 

𝑀 =
4𝐸𝐼

𝐿
𝜔𝐵 

Finalement on a : 

𝑀𝐵_𝐴𝐵 = 𝑀 +𝑀𝑖𝑗0 =
4𝐸𝐼

𝐿
𝜔𝐵 +

𝑞. 𝐿2

12
 

 

En opérant le même raisonnement sur la barre BC de hauteur H on obtient : 

𝑀𝐵_𝐵𝐶 =
4𝐸𝐼

𝐻
𝜔𝐵 

Or par l’équilibre du nœud B : 

−𝑀𝐵𝐴𝐵 −𝑀𝐵𝐵𝐶 = 0 

Donc  

4𝐸𝐼

𝐿
𝜔𝐵 −

𝑞. 𝐿2

12
= −

4𝐸𝐼

𝐻
𝜔𝐵 

On peut en déduire 𝜔𝐵. 

Connaissant 𝜔𝐵 on peut maintenant calculer le moment 𝑀𝐵 en B. 

9.2.2 Généralisation 

Pour l’ensemble des déplacements et rotations en A et B et pour l’ensemble des réactions (XA, 
YA, MA, XB, YB, MB), on obtient la relation ci-dessous : 

𝑄 = 𝑘. 𝑑 + 𝑃 

Avec k : matrice de rigidité de la poutre 

𝑘 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐸𝐴1
𝐿

0 0

0
12𝐸𝐼1
𝐿3

6𝐸𝐼1

𝐿²

0
6𝐸𝐼1

𝐿²

4𝐸𝐼1
𝐿

−
𝐸𝐴1
𝐿

0 0

0 −
12𝐸𝐼1
𝐿3

6𝐸𝐼1

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼1

𝐿²

2𝐸𝐼1
𝐿

−
𝐸𝐴1
𝐿

0 0

0 −
12𝐸𝐼1
𝐿3

−
6𝐸𝐼1

𝐿²

0
6𝐸𝐼1

𝐿²

2𝐸𝐼1
𝐿

𝐸𝐴1
𝐿

0 0

0
12𝐸𝐼1
𝐿3

−
6𝐸𝐼1

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼1

𝐿²

4𝐸𝐼1
𝐿 )
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d : déplacements et rotations aux extrémités de la poutre 

𝑑 =

(

 
 
 
 

𝑈𝑥𝑖𝑗
𝑈𝑦𝑖𝑗
𝑤𝑖𝑗
𝑈𝑥𝑗𝑖
𝑈𝑦𝑗𝑖
𝑤𝑗𝑖 )

 
 
 
 

 

Q : efforts de liaison 

𝑄 =

(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗
𝑌𝑖𝑗
𝑀𝑖𝑗
𝑋𝑗𝑖
𝑌𝑗𝑖
𝑀𝑗𝑖)

 
 
 
 

 

P : efforts extérieurs appliqués 

𝑃 =

(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗0
𝑌𝑖𝑗0
𝑀𝑖𝑗0
𝑋𝑗𝑖0
𝑌𝑗𝑖0
𝑀𝑗𝑖0)

 
 
 
 

 

Finalement on déterminera les réactions de liaisons avec le système suivant : 

(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗
𝑌𝑖𝑗
𝑀𝑖𝑗
𝑋𝑗𝑖
𝑌𝑗𝑖
𝑀𝑗𝑖)

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿²

0
6𝐸𝐼

𝐿²

4𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼

𝐿²

2𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿²

0
6𝐸𝐼

𝐿²

2𝐸𝐼

𝐿

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼

𝐿²

4𝐸𝐼

𝐿 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

𝑈𝑥𝑖𝑗
𝑈𝑦𝑖𝑗
𝑤𝑖𝑗
𝑈𝑥𝑗𝑖
𝑈𝑦𝑗𝑖
𝑤𝑗𝑖 )

 
 
 
 

+

(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗0
𝑌𝑖𝑗0
𝑀𝑖𝑗0
𝑋𝑗𝑖0
𝑌𝑗𝑖0
𝑀𝑗𝑖0)

 
 
 
 

 

A : section de la poutre ; E : module d’élasticité de la poutre ; I : moment quadratique ; L : 
longueur de la poutre 

9.2.3 Termes de la Matrice de raideur 

Quelques termes sont démontrés ci-dessous 

Terme k11 (
𝐸𝐴

𝐿
) 
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Soit une poutre de longueur L, section A, module E, soumise à un effort X, montrant 
l’allongement u. Loi de Hooke : 

𝜎 = 𝐸. 𝜀 =
𝑋

𝐴
= 𝐸.

𝑢

𝐿
 

𝑋 = 𝐸.
𝐴

𝐿
. 𝑢 

 

Terme k22 (
12𝐸𝐼

𝐿3
) 

Soit la poutre ci-dessous. 

Elle est encastrée en A. En B, elle subit un moment d’encastrement et une réaction en X. Elle 
est libre en y au point B. Cette poutre est soumise à une force F, en B, suivant –y. 

 

Par superposition on peut écrire : 

 

Or 𝜔𝑏 = 0 du fait de l’encastrement donc 

𝜔𝑏1 + 𝜔𝑏2 = 0 

Calculons ces deux rotations. 

• Calcul de 𝜔𝑏1 

Pour une poutre console soumise à une force F au bout la flèche y(x) a pour expression : 

𝑦(𝑥) =
𝐹

6𝐸𝐼
. 𝑥2. (3𝐿 − 𝑥) 

Donc 

𝑦′(𝑥) =
𝐹

6𝐸𝐼
. 2𝑥. (3𝐿 − 𝑥) −

𝐹

6𝐸𝐼
. 𝑥2 

Donc 

𝑦′(𝐿) =
𝐹𝐿2

2𝐸𝐼
 

• Calcul de 𝜔𝑏2 

Moment fléchissant : 

𝑀𝑓 = 𝑀 

Donc 
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𝑦′′(𝑥) =
𝑀

𝐸𝐼
 

Donc 

𝑦′(𝑥) =
𝑀

𝐸𝐼
𝑥 + 𝐶𝑠𝑡𝑒 

La rotation en A est nulle donc cste=0 donc 

𝑦′(𝐿) =
𝑀

𝐸𝐼
𝐿 

On reprend : 

𝜔𝑏1 + 𝜔𝑏2 = 0 

On a alors 

𝐹𝐿2

2𝐸𝐼
+
𝑀𝐿

𝐸𝐼
= 0 

Donc 

𝑀 =
𝐹𝐿

2
 

On peut maintenant écrire le moment fléchissant dans la structure ci-dessous : 

 

𝑀𝑓 = −𝐹(𝐿 − 𝑥) + 𝑀 = −𝐹(𝐿 − 𝑥) +
𝐹𝐿

2
= 𝐹 (𝑥 −

𝐿

2
) 

Par intégration on obtient : 

𝑦(𝑥) = −
𝐹

𝐸𝐼
. (
𝑥3

6
−
𝑥2𝐿

4
) 

Ainsi 

𝑦(𝐿) =
𝐹𝐿3

12𝐸𝐼
 

On peut écrire cette relation comme ci-dessous : 

𝐹 =
12𝐸𝐼

𝐿3
𝑦(𝐿) 

On retrouve le terme 
12𝐸𝐼

𝐿3
 de la matrice de rigidité. 
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9.2.4 Termes du vecteur P 

9.2.4.1 Charge ponctuelle appliquée dans la section à mi-travée 

 
Figure 47. Charge ponctuelle appliquée dans la section à mi-travée 

 

Absence de rotation en Ai : 

−
−𝑀𝑖𝑗0𝐿

3𝐸𝐼
−
−𝑀𝑖𝑗0𝐿

6𝐸𝐼
−
𝐹. 𝐿²

16𝐸𝐼
= 0 

Donc 

𝑀𝑖𝑗0 =
𝐹𝐿

8
 

 

 
Figure 48. Formulaires 3 moments 

9.2.5 Démarche 

1/ Définir les degrés de liberté de la structure 

• Si un point est encastré, pas de ddl en ce point. 

• Avec l’hypothèse des longueurs de poutres invariantes, certains déplacements sont 
nuls. 

2/ Pour chaque barre : 

Ecrire la loi de comportement de la barre ci-dessous en calculant P et le vecteur u en fonction 
du problème. 
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(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗
𝑌𝑖𝑗
𝑀𝑖𝑗
𝑋𝑗𝑖
𝑌𝑗𝑖
𝑀𝑗𝑖)

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿²

0
6𝐸𝐼

𝐿²

4𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼

𝐿²

2𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿²

0
6𝐸𝐼

𝐿²

2𝐸𝐼

𝐿

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿²

0 −
6𝐸𝐼

𝐿²

4𝐸𝐼

𝐿 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

𝑈𝑥𝑖𝑗
𝑈𝑦𝑖𝑗
𝑤𝑖𝑗
𝑈𝑥𝑗𝑖
𝑈𝑦𝑗𝑖
𝑤𝑗𝑖 )

 
 
 
 

+

(

 
 
 
 

𝑋𝑖𝑗0
𝑌𝑖𝑗0
𝑀𝑖𝑗0
𝑋𝑗𝑖0
𝑌𝑗𝑖0
𝑀𝑗𝑖0)

 
 
 
 

 

 

3/ Ecrire l’équilibre des nœuds pour calculer les ddl (déplacements, rotations) 

4/ Reprendre la loi de comportement de chaque poutre, avec les ddl connus, pour calculer les 
inconnues de liaison 

5/ Le système hyperstatique est résolu (inconnues de liaison toutes déterminées). On peut 
passer aux efforts internes et aux contraintes, flèches, flambement……. 
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10 Poutres continues 

10.1 Théorème des trois moments 

Les poutres continues sont des poutres reposant sur plus de deux appuis. Elles sont donc 
hyperstatiques et nécessitent des équations supplémentaires pour être résolues. 

Une méthode courante pour la résolution des poutres continues est le théorème des trois 
moments, ou théorème de Clapeyron (du nom de Émile Clapeyron (1799-1864)). Le théorème 
des trois moments fournit des équations reliant les moments fléchissant au droit de chaque 
appui, par des considérations sur les rotations au droit de chaque appui. 

Énoncé 

Soit une poutre continue de n travées sur n+1 appuis. Alors sur l’appui i : 

𝑀𝑖−1.
𝐿𝑖
6𝐸𝐼𝑖

+ 2𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
6𝐸𝐼𝑖

+
𝐿𝑖+1
6𝐸𝐼𝑖+1

) + 𝑀𝑖+1
𝐿𝑖+1
6𝐸𝐼𝑖+1

= Ω𝑖,𝑑
0 − Ω𝑖,𝑔

0  

Avec 

• 𝑀𝑖  : moment fléchissant sur l’appui i 

• 𝐿𝑖  : longueur de la travée i 

• 𝐼𝑖 : moment d’inertie dans la travée i 

• Ω𝑖,𝑑
0  : rotation à droite de l’appui i, dans le cas de la travée isostatique i+1 

• Ω𝑖,g
0  : rotation à gauche de l’appui i, dans le cas de la travée isostatique i 

Les termes Ω𝑖,𝑑
0  et Ω𝑖,g

0  prendront plus de sens lors de la lecture de la démonstration du 

théorème. 

Hypothèses 

Dans la démonstration du théorème, on verra que l’on suppose que : 

• L’ensemble de la poutre a le même module d’Young E 

• L’inertie I dans une travée est constante : pas de changement d’inertie au sein d’une 
travée 

• Bien sûr, on suppose que l’on peut appliquer le principe de superposition. 

Démonstration 

Soit la poutre continue ci-dessous. Elle repose sur 4 appuis A, B, C et D. Elle est constituée de 
3 travées. Une travée est une portion de poutre comprise entre deux appuis. Pour appliquer 
le théorème, nous allons numéroter les appuis, de 0 à 3 et les travées de 1 à 3. 

 

 

A
B C

D
Travée 1, 

longueur 
Travée 2, 

longueur 
Travée 3, 

longueur 
Appui 0 Appui 1 Appui 2 Appui 3
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Ce problème est hyperstatique, il ne peut être résolu avec seulement le principe fondamental 
de la statique. Des équations supplémentaires sont nécessaires. Ces équations 
supplémentaires seront apportées par l’étude des rotations en B et C et permettront de 
calculer les moments MB et MC dans la poutre, aux appuis B et C.  

Appliquons le principe de superposition pour décomposer la travée L1 en plusieurs cas 
isostatiques : 

 

 

 

La travée 2 est ainsi « remplacée » par un moment MB appliqué sur l’appui B. 

On a placé un moment MA en A pour démontrer la formule (dans le cas d’un appui de rive au 
bord de la poutre, MA=0). 

Soient les rotations : 

Cas 
 

   

Rotation 𝜔𝐵1 Ω𝑔
0  𝜔𝐵∗ 𝜔𝐵∗∗ 

Par superposition 

𝜔𝐵1 = Ω𝑔
0 + 𝜔𝐵∗ + 𝜔𝐵∗∗ 

Or les rotations Ω𝑔0, 𝜔𝐵∗ et 𝜔𝐵∗∗ sont bien connues et accessibles dans des formulaires : 

A
B C

D
Travée 1, 

longueur 
Travée 2, 

longueur 
Travée 3, 

longueur 
Appui 0 Appui 1 Appui 2 Appui 3

A
B + A

B A
B+



F. Menan 

57 

 

 

Ainsi 

𝜔𝐵∗ =
𝑀𝐴𝐿1
6𝐸𝐼1

 

𝜔𝐵∗∗ =
𝑀𝐵𝐿1
3𝐸𝐼1

 

Finalement, 

𝜔𝐵1 = Ω𝑔
0 +

𝑀𝐴𝐿1
6𝐸𝐼1

+
𝑀𝐵𝐿1
3𝐸𝐼1

 

Appliquons maintenant le même raisonnement pour la travée 2 : 

 

Les travées 1 et 3 sont « remplacées » par les moments MB et Mc.  

𝜔𝐵2 = Ω𝑑
0 −

𝑀𝐵𝐿2
3𝐸𝐼2

−
𝑀𝐶𝐿2
6𝐸𝐼2

 

Or en B, la rotation côté travée 1 et la rotation coté travée 2 sont les mêmes pour assurer la 
continuité géométrique de la poutre : 

𝜔𝐵1 = 𝜔𝐵2  
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Figure 49. Poutres continues. Représentation de la continuité de la rotation, aux appuis de la poutre 

On a finalement 

Ω𝑔
0 +

𝑀𝐴𝐿1
6𝐸𝐼1

+
𝑀𝐵𝐿1
3𝐸𝐼1

= Ω𝑑
0 −

𝑀𝐵𝐿2
3𝐸𝐼2

−
𝑀𝐶𝐿2
6𝐸𝐼2

 

Soit encore 

𝑀𝐴𝐿1
6𝐸𝐼1

+
𝑀𝐵𝐿1
3𝐸𝐼1

+
𝑀𝐵𝐿2
3𝐸𝐼2

+
𝑀𝐶𝐿2
6𝐸𝐼2

= Ω𝑑
0 − Ω𝑔

0 

𝑀𝐴
𝐿1
6𝐸𝐼1

+ 2𝑀𝐵 (
𝐿1
6𝐸𝐼1

+
𝐿2
6𝐸𝐼2

) + 𝑀𝐶
𝐿2
6𝐸𝐼2

= Ω𝑑
0 − Ω𝑔

0  

On retrouve, appliquée à l’appui 1 (appui B) la formule : 

𝑀𝑖−1.
𝐿𝑖
6𝐸𝐼𝑖

+ 2𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
6𝐸𝐼𝑖

+
𝐿𝑖+1
6𝐸𝐼𝑖+1

) + 𝑀𝑖+1
𝐿𝑖+1
6𝐸𝐼𝑖+1

= Ω𝑖,𝑑
0 − Ω𝑖,𝑔

0  

10.1.1 Correction complète de la travée étudiée 

En poursuivant l’exemple, MA=0. Puis on peut écrire la formule des 3 moments en C pour 
obtenir une nouvelle équation avec MB et MC et créer un système de 2 équations à 2 
inconnues, MB et MC. 

10.2 Moment fléchissant  

Soit la formule donnant le moment fléchissant dans la travée i : 

𝑀(𝑥) = 𝑀0(𝑥) + 𝑀𝑖−1. (1 −
𝑥

𝐿𝑖
) + 𝑀𝑖 . (

𝑥

𝐿𝑖
) 

10.2.1 Démonstration 

Reprenons la travée 1 de l’exemple précédent. 

B
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Le moment fléchissant dans la travée 1 est par superposition la somme des moments 
fléchissant dans chaque cas de la figure ci-dessus. 

Pour chaque cas, le moment fléchissant est donné ci-dessous 

Cas Moment fléchissant 

 
𝑀(𝑥) 

 

𝑀0(𝑥) 

 

PFS : 

𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 0 

−𝑀𝐴 + 𝑌𝐵 . 𝐿1 = 0 

Donc 

𝑌𝐵 =
𝑀𝐴
𝐿1

 

Donc 

𝑀(𝑥) = 𝑌𝐵. (𝐿1 − 𝑥) = 𝑀𝐴. (1 −
𝑥

𝐿1
) 

 

PFS : 

𝑌𝐵 = −
𝑀𝐵
𝐿

 

Donc : 

𝑀(𝑥) = 𝑀𝐵 + 𝑌𝐵. (𝐿1 − 𝑥) = 𝑀𝐵 .
𝑥

𝐿1
 

 

A
B C

D
Travée 1, 

longueur 
Travée 2, 

longueur 
Travée 3, 

longueur 
Appui 0 Appui 1 Appui 2 Appui 3

A
B + A

B A
B+
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Par principe de superposition on obtient, 

𝑀(𝑥) = 𝑀0(𝑥) + 𝑀𝐴. (1 −
𝑥

𝐿1
) + 𝑀𝐵.

𝑥

𝐿1
 

On retrouve la formule à démontrer. 

10.3 Effort tranchant  

Soit la formule de l’effort tranchant dans la travée i : 

𝑉(𝑥) = 𝑉0(𝑥) +
𝑀𝑖−1 −𝑀𝑖

𝐿𝑖
 

Démonstration  

On sait que 

𝑉(𝑥) = −
𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
 

Donc par dérivation de la formule 

𝑀(𝑥) = 𝑀0(𝑥) + 𝑀𝑖−1. (1 −
𝑥

𝐿𝑖
) +𝑀𝑖 .

𝑥

𝐿𝑖
 

On a bien 

𝑉(𝑥) = 𝑉0(𝑥) +
𝑀𝑖−1 −𝑀𝑖

𝐿𝑖
 

Remarque : on retrouve aussi l’effort tranchant par superposition. Ainsi sur l’exemple de la 
fiche : 

Cas V(x) 

 
𝑉(𝑥) 

 

𝑉0(𝑥) 

 

𝑉(𝑥) = 𝑌𝐵 =
𝑀𝐴
𝐿1

 

 

𝑉(𝑥) = 𝑌𝐵 = −
𝑀𝐵
𝐿1

 

 

Donc 
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𝑉(𝑥) = 𝑉0(𝑥) +
𝑀𝐴
𝐿1
−
𝑀𝐵
𝐿1
= 𝑉0(𝑥) +

𝑀𝐴 −𝑀𝐵
𝐿1

 

10.4 Formulaire 

 

 

10.5 Poutres continues par statique graphique 

Les poutres continues furent également traitées à une époque par statique graphique [11]. 

La méthode graphique apporte dans ce cas peu de simplification par-rapport au théorème des 
trois moments et on ne développera pas ce point dans ce document. 
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Figure 50. Poutre continue, moment fléchissant. Source BNF. [11, p. 422] 
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11  Méthodes énergétiques 

11.1 Energie de déformation 

11.1.1 Travail d’une force 

Soit une force 𝐹⃗ appliquée à un système. Pour un déplacement fini s’effectuant entre deux 

positions 𝑀1 et 𝑀2, le travail W de la force 𝐹⃗ a pour expression 

𝑊 = ∫ 𝐹⃗. 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗

𝑀2

𝑀1

 

Si la force 𝐹⃗ est constante lors du déplacement, on peut écrire 

𝑊 = 𝐹⃗. ∫ . 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗

𝑀2

𝑀1

 

Si le déplacement 𝑢 = 𝑀2 −𝑀1 s’effectue dans la même direction que la force 𝐹⃗, alors on a 
simplement 

𝑊 = 𝐹. 𝑢 

W représente bien l’aire sous la courbe F.u. 

 
Figure 51. Travail d’une force constante 

11.1.2 Travail d’une force appliquée progressivement 

Le travail fourni n’a pas la même expression si la force est appliquée progressivement. 

Considérons une force F et le déplacement u induit par cette force. Pour F=0, le déplacement 
est nul. Lorsque la force F augmente, le déplacement augmente. Finalement, lorsque F atteint 
𝐹𝑚𝑎𝑥, le déplacement final obtenu est u (Figure 52). 

u
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Figure 52. Travail d’une force appliquée progressivement 

On peut écrire : 

𝐹(𝑥) = 𝐹𝑚𝑎𝑥 .
𝑥

𝑢
 

Par définition le travail élémentaire de cette force pour un déplacement dx a pour expression : 

𝑑𝑊 = 𝐹(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹𝑚𝑎𝑥 .
𝑥

𝑢
. 𝑑𝑥 

Le travail total appliqué a donc pour expression : 

𝑊 = ∫ 𝐹𝑚𝑎𝑥.
𝑥

𝑢
. 𝑑𝑥

𝐿𝑓

0

=
𝐹𝑚𝑎𝑥
𝑢
. [𝑥]0

𝑢 =
𝐹𝑚𝑎𝑥
𝑢
.
𝑢²

2
 

𝑊 =
1

2
. 𝐹𝑚𝑎𝑥 . 𝑢 

On retrouve toujours l’aire sous la courbe F-u. 

11.1.3 Energie de déformation d’une poutre (énergie potentielle 
élastique) 

11.1.3.1 Energie de déformation en traction 

On postule que l’énergie de déformation est le travail des forces extérieures appliquées au 
solide. 

Un petit élément de section dS, longueur dl, soumis à une contrainte σ subit le travail : 

𝑑𝑊 =
1

2
. 𝜎𝑑𝑆𝑑𝑥 

𝜎𝑑𝑆 est l’effort F subi et dx est le déplacement induit par F. 

Or 

𝜎 = 𝐸. 𝜀 =
𝑑𝑥

𝑑𝑙
 

Donc 

𝑑𝑥 =
𝜎

𝐸
. 𝑑𝑙 =

𝐹

𝐸𝑆
𝑑𝑙 

u
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Par conséquent l’énergie de déformation du petit élément de section dS, longueur dl a pour 
expression : 

𝑑𝑊 =
1

2
.
𝐹

𝑆
. 𝑑𝑆.

𝐹

𝐸𝑆
𝑑𝑙 

On intègre sur toute la section S : 

𝑑𝑊𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 =
1

2
.
𝐹2

𝐸𝑆
𝑑𝑙 

Sur l’ensemble de la poutre : 

𝑊 = ∫ 𝑑𝑊𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

⬚

𝑝𝑜𝑢𝑡𝑟𝑒

=
1

2
∫

𝐹2

𝐸𝑆
𝑑𝑙

⬚

𝑝𝑜𝑢𝑡𝑟𝑒

 

Autre démarche : partant de l’énergie de déformation par unité de volume 

L’énergie de déformation par unité de volume a pour expression 

𝑑𝑊𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒 =
1

2
𝜎𝜀 

Donc en traction 

𝑑𝑊 =
1

2
.
𝜎2

𝐸
=
1

2

𝐹2

𝐸𝑆2
 

Sur un élément de volume S.dl on obtient : 

𝑑𝑊 =
1

2
.
𝐹2

𝐸𝑆2
. 𝑆𝑑𝑙 =

1

2
.
𝐹2

𝐸𝑆
𝑑𝑙 

Sur toute la poutre, l’énergie de déformation a pour expression 

𝑊 =
1

2
∫

𝐹2

𝐸𝑆
𝑑𝑥

⬚

𝑝𝑜𝑢𝑡𝑟𝑒

 

11.1.3.2 Energie de déformation en flexion 

Un petit élément de section dS, longueur dl, subit la contrainte 𝜎 et donc l’effort 𝜎. 𝑑𝑆 

𝑑𝑊 =
1

2
. 𝜎𝑑𝑆. 𝑑𝑥 

Or loi de Hooke : 

𝑑𝑥 =
𝜎

𝐸
. 𝑑𝑙 

Donc 

𝑑𝑊 =
1

2
.
𝜎²

𝐸
. 𝑑𝑙. 𝑑𝑆 

Or 
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𝜎 = 𝑀𝑓 .
𝑦

𝐼𝑧
 

Donc 

𝑑𝑊 =
1

2
.
𝑀𝑓
2. 𝑦2

𝐸. 𝐼𝑧2
𝑑𝑙. 𝑑𝑆 

Sur toute la section dS=dydz 

𝑑𝑊𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 =
1

2
.
𝑀𝑓
2

𝐸. 𝐼𝑧2
. ∫ 𝑦2𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

𝑆

. 𝑑𝑙 

Or 

𝐼𝑧 = ∫ 𝑦
2𝑑𝑦𝑑𝑧

⬚

𝑆

 

Donc 

𝑑𝑊𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 =
1

2
.
𝑀𝑓
2

𝐸. 𝐼𝑧
𝑑𝑙 

Sur toute la longueur de la poutre : 

𝑊 = ∫ 𝑑𝑊𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

⬚

𝑙𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟

=
1

2
. ∫

𝑀𝑓
2

𝐸. 𝐼𝑧
𝑑𝑙

⬚

𝑙𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟

 

11.1.3.3 Cas général 

𝑊 =
1

2
. ∫

𝑀𝑓
2

𝐸. 𝐼𝑧
+
𝐹2

𝐸𝑆
+
𝑉²

𝐺𝑆𝑟
𝑑𝑙

⬚

𝑙𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟

 

𝑉²

𝐺𝑆𝑟
 : terme dû à l’effort tranchant 

Remarque importante : on néglige généralement pour les poutres en flexion les termes dus à 
l’effort normal et l’effort tranchant, devant le terme du au moment fléchissant. 

11.2 Théorème de réciprocité de Maxwell-Betti 

11.2.1 Enoncé 

Soit un corps élastique soumis successivement à deux systèmes de forces S et S’ chacun 
assurant l’équilibre. Le travail effectué par le système S sous l’effet des déplacements 
produits par le système S’ est égal au travail effectué par le système S’ sous l’effet des 
déplacements produits par S. 
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11.2.2 Démonstration 

On considère le corps élastique au repos. On applique tout d’abord le système de forces S. Le 
travail effectué par les forces F du système S est Ws. On applique ensuite le système de forces 
S’. Le travail effectué par les forces F’ du système S’ est Ws’. Or les points d’applications des 
forces F vont se déplacer sous l’action des forces F’, donc les forces F vont appliquer un travail. 

Soit u’ le déplacement du point d’application de la force F pendant l’application des forces F’, 
le travail de la force F est alors F.u’. Le travail total des forces F lors de l’application des forces 
F’ sera ΣF.u’. 

Le travail total appliqué au solide, lors de l’application du système S puis du système S’ est 
donc : 

𝑊𝑆 +𝑊𝑆′ +∑𝐹. 𝑢′ 

En appliquant d’abord le système de forces S’ puis le système de forces S, le travail total 
appliqué au système est : 

𝑊𝑆′ +𝑊𝑆 +∑𝐹′. 𝑢 

A l’état élastique, le travail des forces ne dépend que de l’état intial et de l’état final donc les 
travaux appliqués sont identiques donc : 

∑𝐹.𝑢′ =∑𝐹′. 𝑢 

11.2.3 Exemple 

Soit la poutre AB ci-dessous. 

 
Figure 53. Illustration du théorème de réciprocité de Maxwell-Betti 

Si on applique d’abord la force F en B puis la force F’ en C, le travail total est : 

1

2
. 𝐹. 𝛿𝐵,𝐹 +

1

2
. 𝐹′. 𝛿𝐶,𝐹′ + 𝐹. 𝛿𝐵,𝐹′ 

F

BA DC

F’

BA DC

Système S Système S’

Système S+S’

F

BA DC

F’
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Si on applique d’abord la force F’ en C puis la force F en B, le travail total est : 

1

2
. 𝐹′. 𝛿𝐶,𝐹′ +

1

2
. 𝐹. 𝛿𝐵,𝐹 + 𝐹′. 𝛿𝐶,𝐹 

L’égalité des deux travaux donne : 

𝐹. 𝛿𝐵,𝐹′ =  𝐹′. 𝛿𝐶,𝐹 

11.2.4 Notion de ligne d’influence 

Si l’on reprend la poutre de la Figure 53 et que l’on applique une force de 1N en B, alors la 
flèche en C due à la force unitaire en B est égale à la flèche en B due à une force unitaire en 
C : 

𝛿𝐵,𝐹′=1𝑁 = 𝛿𝐶,𝐹=1𝑁 

On voit alors que la déformée de la poutre sous l’action d’une force unitaire en B donne en 
chaque point la flèche que l’on obtiendrait en B sous l’action d’une force unitaire appliquée 
en ce point. 

Cette déformée est appelée ligne d’influence de la flèche en B. 

11.3 Théorème de Castigliano 

11.3.1 Enoncé 

La dérivée partielle de l’énergie de déformation par rapport à une force appliquée est égale 
au déplacement (en valeur algébrique) du point d’application de celle-ci, projetée sur la ligne 
d’action. 

𝜕𝑊

𝜕𝐹𝑖
= 𝑢𝑖  

11.3.2 Démonstration 
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Figure 54. Démonstration du théorème de Castigliano, issue de [12] 
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Figure 55. Démonstration du théorème de Castigliano, issue de [10] 

11.3.3 Exemple : Flèche d’une poutre sur deux appuis, effort 
ponctuel au centre 

Soit une poutre de longueur L, sur deux appuis, soumise à un effort ponctuel F en son centre, 

au point B. Calculer le déplacement u du point B. Le module E et le module I sont constants 

sur la poutre. 

 

𝑢 =
𝜕𝑊

𝜕𝐹
=
𝜕

𝜕𝐹
∫
𝑀2

𝐸𝐼
𝑑𝑥

𝐿

0

 

Entre 0 et L/2, 

𝑀 = 𝐹.
𝑥

2
 

Entre L/2 et L 

𝑀 =
𝐹

2
. (𝐿 − 𝑥) 

𝑢 =
1

𝐸𝐼
.
𝜕

𝜕𝐹
(∫ 𝐹2.

𝑥2

4
𝑑𝑥

𝐿/2

0

+∫
𝐹2

4
. (𝐿 − 𝑥)²𝑑𝑥

𝐿

0

) =
𝐹. 𝐿3

48𝐸𝐼
 

 

A

F

B
C
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11.4 Théorème de Ménabréa 

11.4.1 Enoncé 

Dans un système hyperstatique externe, les inconnues sont les réactions d’appui, et on a 

𝜕𝑊

𝜕𝑅𝐴
= 𝑢𝐴 = 0 

Si A est un appui fixe. On peut donc en déduire facilement RA. 

11.5 Théorème de la charge unitaire 

Le théorème de Castigliano permet de calculer un déplacement seulement là où un effort est 
appliqué. 

Une extension de Castigliano est le théorème de la charge unitaire, il permet de calculer le 
déplacement d’un point même si aucun effort n’y est appliqué. 

11.5.1 Enoncé 

Soit une poutre de module E, de moment quadratique I, soumise à au moment de flexion Mi.  

Le déplacement au point j est donné par : 

∆𝑖𝑗= ∫
𝑀𝑖𝑀𝑗

𝐸𝐼
𝑑𝑥

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

Avec Mj moment dû à une force unitaire appliquée au point j, dans la direction où l’on veut 
calculer le déplacement. 

11.5.2 Démonstration 

Soit par exemple la poutre ci-dessous. 

 

On veut calculer le déplacement vertical du point C. Le théorème de Castigliano ne permet 
pas de calculer ce déplacement car aucune force n’est appliquée en C. 

Appliquons donc une force F en C, force égale à 0. On peut alors écrire, par superposition : 
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Figure 56. Calcul du déplacement vertical en C avec le théorème de la charge unitaire 

• M est le moment fléchissant total 

• M0 est le moment fléchissant sur la structure avec le cas de charge réel 

• M1 est le moment fléchissant pour une force unitaire placée en C dans la direction 
verticale. 

Par superposition, 

𝑀 = 𝑀0 + 𝐹.𝑀1 

L’énergie de déformation a pour expression, en négligeant les termes en traction et 
cisaillement : 

𝑊 =
1

2
. ∫

𝑀2

𝐸𝐼
𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

𝑊 =
1

2
∫

(𝑀0 + 𝐹.𝑀1)
2

𝐸𝐼
𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

Soit ∆𝐶  le déplacement au point d’application de F. Par le théorème de Castigliano on a : 

∆𝐶=
𝜕𝑊

𝜕𝐹
= ∫ (𝑀0 + 𝐹.𝑀1).

𝑀1
𝐸𝐼
𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

Or comme 𝐹 = 0 on a 

∆𝐶= ∫
𝑀0𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑥

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

 

11.5.3 Remarque importante 

La force unitaire sera placée dans le sens positif par-rapport au repère. Dans le calcul des 
intégrales, on spécifiera bien le signe des moments. Cela donnera directement le signe du 
déplacement, dans la direction d’application de la force. Par exemple, en Figure 56, la force 
sera orientée vers le haut (y positif). Si le déplacement obtenu est négatif, le déplacement est 
en –y. 
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11.5.4 Annexe : tableau des intégrales de Mohr 

 

 

11.5.5   Méthode des forces avec moment unitaire 

On a plutôt l’habitude, avec la méthode des forces, de déterminer des réactions d’appui. Mais 
on peut aussi s’en servir pour déterminer des moments d’encastrement. 

Dans le cas d’un moment d’encastrement, on ne calcule pas un déplacement mais une 
rotation 𝜔. 

Mais la formule est la même que pour un déplacement : 

𝜔 = ∫
𝑀0. 𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒

 

𝑀0 : moment sur structure isostatique associée avec cas de charge réel 

𝑀1 : moment sur structure isostatique associée avec moment unitaire là où on veut calculer 
la rotation 

Exemple 

Soit la structure ci-dessous 

 

Il y a plusieurs façons de la résoudre avec la méthode des forces. 



F. Menan 

74 

 

On donne ci-dessous deux méthodes où dans un cas l’inconnue que l’on détermine est MA et 
dans l’autre, l’inconnue que l’on détermine est YB. 

Pour comparer les deux méthodes on retrouve dans les deux cas 

𝑀𝐴 =
3𝑃𝐿

16
 

𝑌𝐵 =
5𝑃

16
 

Méthode 1 

 

= 

+ 𝑴𝑨.  

𝑀0 

 

𝑀1 

 

𝜔0 = ∫
𝑀0. 𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒

 

𝜔1 = ∫
𝑀1. 𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒

𝜔0 +𝑀𝐴. 𝜔1 = 0 

Donc 

𝑀𝐴 = −
𝜔0
𝜔1

 

Finalement 

𝑀𝐴 =
3𝑃𝐿

16
 

Avec le PFS, on retrouve 

𝑌𝐵 =
5𝑃

16
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Méthode 2 

 

= 

+ 𝒀𝑩.  

𝑀0 

 

𝑀1 

 

𝛿0 = ∫
𝑀0. 𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒

 

𝛿1 = ∫
𝑀1. 𝑀1
𝐸𝐼

𝑑𝑠

⬚

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é𝑒

 

𝛿0 + 𝑌𝐵. 𝛿1 = 0 

Donc 

𝑌𝐵 = −
𝛿0
𝛿1

 

Finalement 

𝑌𝐵 =
5𝑃𝐿

16
 

Avec le PFS, on retrouve 

𝑀𝐴 =
3𝑃𝐿

16
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12 Flambement 

12.1 Introduction 

On appelle flambement le phénomène de flexion d'une structure soumise à un effort de 
compression. La flexion se produit dans une direction perpendiculaire à l'axe de compression. 

Ce phénomène est non linéaire : la flexion apparait subitement pour une valeur critique de 
l’effort de compression. Lors du flambement, les forces ne sont plus proportionnelles aux 
déformations. 

Ce phénomène est instable car la flèche en flexion peut augmenter alors même qu’on 
n’augmente plus l’effort F.  

 
Figure 57. Le phénomène de flambement 

La charge critique de flambement Fcritique est donnée par 

𝐹𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 = 𝑘 ×
𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧

𝐿²
 

k est un coefficient sans dimension dépendant des conditions aux limites (appuis à chaque 
extrémité de la poutre, voir Figure 58). 

Iz : moment quadratique de la section : quantifie la résistance de la section en flexion 
(propriété géométrique) ; L : longueur de la poutre. 

E : module d’Young de la poutre. 

L’expression de la charge critique de flambement montre l’influence des propriétés du 
matériau (E), mais aussi de la géométrie de la pièce : Iz et L. 

 

F=FcritiqueF<Fcritique F>Fcritique
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Figure 58. Charge critique : influence des conditions aux limites (Grahams Child, CC BY-SA 3.0, Wikimedia Commons) 

 
Figure 59. Charge critique : influence des conditions aux limites [13] 

 

12.2 Modélisation du phénomène 

Contrairement à l’ensemble des calculs présentés dans ce document, il est nécessaire de se 
placer dans la configuration déformée pour modéliser le flambement. Cela permet de faire 

apparaitre un moment fléchissant 𝑀𝑓 dû à la charge 𝐹⃗ (Figure 60). 
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Figure 60. Calcul de la charge critique de flambage : on se place dans la configuration déformée pour déterminer le moment 

dû à l’effort de compression [7] 

12.2.1   Schémas des cas 1-2-3 avec les différentes conditions 
d’appui 

 
Figure 61. Gauche : cas 1 poutre appuyée sur ses 2 extrémités. Milieu : cas 2 Cas 2 : poutre appui en B – encastrement en A. 

Droite : cas 3. Cas 3 : poutre encastrement - encastrement 

12.2.2  Cas 1 : poutre appuyée sur ses 2 extrémités 

PFS : 𝑋𝐴 = 𝑃 ; 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 0 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦′′(𝑥) 

𝑀𝑓(𝑥) = −𝐹. 𝑦(𝑥) 

𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦
′′ + 𝐹. 𝑦 = 0 

 𝑦′′ + 𝑘². 𝑦 = 0 

Avec 𝑘² =
𝐹

𝐸.𝐼𝑧
 

𝑦(𝑥) = 𝐴. cos(𝑘𝑥) + 𝐵. sin (𝑘𝑥) 

Conditions aux limites : y(0)=0 ; y(L)=0 

Donc 

{
𝐴. cos(0) + 𝐵. sin(0) = 0
𝐴. cos(𝑘𝐿) + 𝐵. sin(𝑘𝐿) = 0

 

A

B

y(x)

A

B

y(x)

A

B

y(x)
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Ce système peut s’écrire sous la forme matricielle : 

(
1 0

cos (𝑘𝐿) sin (𝑘𝐿)
) (
𝐴
𝐵
) = (

0
0
) 

Si det≠0 : A=B=0 pas de déplacement 

𝑑𝑒𝑡 ≠ 0 ⟺ 𝑠𝑖𝑛𝑘𝐿 ≠ 0 ⟺ 𝑘𝐿 ≠ 𝜋 ⟺ 𝑘² ≠
𝜋2

𝐿2
⟺ 𝑃 ≠

𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧

𝐿²
 

Si det=0 : infinité de solutions avec B quelconque 

𝑠𝑖𝑛𝑘𝐿 = 0 ⟺ 𝑘𝐿 = 𝑛𝜋 ⟺ 𝐹𝑐𝑟 = 𝑛.
𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧

𝐿²
 

Pour n=1 

𝐹𝑐𝑟 =
𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧

𝐿²
 

12.2.3   Cas 2 : poutre appui en B – encastrement en A 

PFS : 𝑋𝐴 = 𝑃 ; 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 0 ; 𝑀𝐴 + 𝑌𝐵. 𝐿 = 0 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦′′(𝑥) 

𝑀𝑓(𝑥) = −𝐹. 𝑦(𝑥) + 𝑅𝑦𝐵(𝐿 − 𝑥) 

 𝑦′′ + 𝑘². 𝑦 =
𝑅𝑦𝐵

𝐸. 𝐼𝑧
(𝐿 − 𝑥) 

Avec 𝑘² =
𝐹

𝐸.𝐼𝑧
 

𝑦 = 𝐴. cos(𝑘𝑥) + 𝐵. sin(𝑘𝑥) +
𝑅𝑦𝐵

𝐹
. (𝐿 − 𝑥) 

Conditions aux limites : y(0)=0 ; y(L)=0 ; y’(0)=0 

𝐴 +
𝑅𝑦𝐵

𝐹
. 𝐿 = 0 

𝐴. cos(𝑘𝐿) + 𝐵. sin(𝑘𝐿) = 0 

𝐵. 𝑘 −
𝑅𝑦𝐵

𝐹
= 0 

𝐹𝑐𝑟 ≈ 2,04 ×
𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧
𝐿2

 

12.2.4   Cas 3 : poutre encastrement - encastrement 

PFS : RxA=P ; RyA+RyB=0 ; MA+MB+Ryb.L=0 et par symétrie : MA+MB=0 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝐸. 𝐼𝑧 . 𝑦′′(𝑥) 

𝑀𝑓(𝑥) = −𝐹. 𝑦(𝑥) + 𝑀𝐵 
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 𝑦′′ + 𝑘². 𝑦 =
𝑀𝐵
𝐸. 𝐼𝑧

 

Avec 𝑘² =
𝐹

𝐸.𝐼𝑧
 

𝑦 = 𝐴. cos(𝑘𝑥) + 𝐵. sin(𝑘𝑥) +
𝑀𝐵

𝑘2. 𝐸. 𝐼𝑧
 

Conditions aux limites : y(0)=0 ; y(L)=0 ; y’(0)=0 

Donc 

𝐴 +
𝑀𝐵

𝑘2. 𝐸. 𝐼𝑧
= 0 

𝐴. cos(𝑘𝐿) + 𝐵. sin(𝑘𝐿) +
𝑀𝐵

𝑘2. 𝐸. 𝐼𝑧
= 0 

𝐵. 𝑘 = 0 

3 équations et 3 inconnues : A, B, MB 

𝐹𝑐𝑟 = 4 ×
𝜋2. 𝐸. 𝐼𝑧

𝐿²
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13 Fiches méthodes 

13.1 Pour ne plus vous tromper dans les bras de levier et les 
signes des moments 

13.1.1 Exemple 1 : treillis 

 

Les barres ont une longueur L.  Le moment en B dû à la réaction d’appui en A est donné par 

𝑀⃗⃗⃗𝐵(𝑅⃗⃗𝐴) = 𝑀⃗⃗⃗𝐴(𝑅⃗⃗𝐴) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑅⃗⃗𝐴 

La liaison en A ne crée pas de moment en A (pivot) : 𝑀⃗⃗⃗𝐴(𝑅⃗⃗𝐴) = 0⃗⃗ donc 

𝑀⃗⃗⃗𝐵(𝑅⃗⃗𝐴) = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑅⃗⃗𝐴 =

(

 
 

𝐿

2

√3

2
𝐿

0 )

 
 
∧ (
𝑅𝐴𝑥
𝑅𝐴𝑦
0

) = (

0
0

𝑅𝐴𝑦.
𝐿

2
−
√3

2
𝐿. 𝑅𝐴𝑥

) = (𝑅𝐴𝑦.
𝐿

2
−
√3

2
𝐿. 𝑅𝐴𝑥) 𝑧 

13.1.2 Exemple 2 : encastrement mur point B, application force F 
en A. 

 

Moment en B dû à la force en A 

𝑀⃗⃗⃗𝐵(𝐹⃗) = 𝑀⃗⃗⃗𝐴(𝐹⃗) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝐹⃗ 

Or le moment en A dû à la force en A est nul : 𝑀⃗⃗⃗𝐴(𝐹⃗) = 0⃗⃗ donc 
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𝑀⃗⃗⃗𝐵(𝐹⃗) = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝐹⃗ = (
𝐿1
𝐿2
0
) ∧ (

0
0
−𝐹
) = (

−𝐹. 𝐿2
𝐹. 𝐿1
0

) 
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14 Rappels : Propriétés mécaniques des 
matériaux 

14.1 Matériau homogène / hétérogène et Matériau isotrope / 
anisotrope 

Un matériau homogène est un matériau qui a les mêmes propriétés en tout point. 

Un matériau isotrope a les mêmes propriétés dans toutes les directions de l’espace. 

14.2 Déformation 

Soit une pièce de longueur initiale Lo. Sous l’action d’un effort ou d’un déplacement, la pièce 
prend une longueur L. 

 

L’allongement Δl (mm) de la pièce est 

∆𝐿 = 𝐿 − 𝐿𝑜 

La déformation conventionnelle ε de la pièce est 

𝜀 =
∆𝐿

𝐿𝑜
 

Une déformation est dite « élastique » si elle est réversible. Lorsque l’effort/déplacement 
n’est plus appliqué, la pièce reprend ses dimensions initiales. 

Une déformation irréversible est dite plastique. Lorsque l’effort/déplacement n’est plus 
appliqué, la pièce ne reprend pas ses dimensions initiales. 

14.3 Comportement en traction 

14.3.1 Comportements typiques de traction 

On peut décrire le comportement en traction de la plupart des matériaux à l’aide d’un des 
trois comportements donnés ci-dessous. 
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Figure 62. Gauche : linéaire élastique fragile. Milieu : linéaire élastique ductile. Droite : élastique non linéaire 

14.3.1.1 Linéaire élastique fragile 

En début de traction, la déformation est élastique : réversible. Il y a relation linéaire entre la 
contrainte et la déformation. On parle de comportement linéaire élastique. 

La rupture intervient ensuite sans déformation plastique notable : on parle de comportement 
fragile. 

Ces matériaux sont sensibles au phénomène de concentration de contraintes, donc ils sont 
très sensibles à la présence de défauts (porosités, fissures internes). 

14.3.1.2 Linéaire élastique ductile 

Le comportement est linéaire élastique en début de traction. 

Il y a ensuite apparition d’une déformation plastique notable avant rupture (partie non 
linéaire de la courbe). On parle de comportement ductile. 

14.3.1.3 Elastique non linéaire 

Sur une grande gamme de déformation, la déformation est élastique mais il n’y a pas relation 
linéaire entre la contrainte et la déformation. 

14.3.2   La courbe de traction 

Soit une éprouvette de section initiale So et de longueur initiale Lo. La courbe de traction 
conventionnelle trace la contrainte conventionnelle (aussi appelée nominale) 

𝜎𝑛 =
𝐹

𝑆𝑜
 

en fonction de la déformation conventionnelle (aussi appelée nominale) 

𝜀𝑛 =
∆𝐿

𝐿𝑜
 

On trouve sur cette courbe : 

• Le module d’Young E, pente de la partie linéaire élastique. 
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• La limite d’élasticité Re du matériau, contrainte au-delà de laquelle la déformation 
devient plastique 

La résistance à la rupture Rm=Fmax/So, contrainte qui correspond à l’effort maximal mesuré lors 
de l’essai (donc en début de striction) 

 
Figure 63. Courbe de traction pour un matériau linéaire élastique ductile 

14.3.2.1 Domaine élastique linéaire 

La relation entre contrainte et déformation est décrite par la loi de Hooke en traction 
uniaxiale : 

𝜎 = 𝐸. 𝜀 

E (en MPa) : module d’Young du matériau. 

E dépend notamment de la nature des liaisons dans le solide : 

Covalente ~ 106 MPa 

Métallique 30-200 000 MPa 

Ionique 30-70 000 MPa 

Pont hydrogène 8 000 MPa 

Van der Waals 2 000 MPa 

14.3.2.2 Effet Poisson 

Pour une traction suivant l’axe longitudinal L, il se produit une contraction dans l’axe 
transversal t (conservation du volume). On parle d’effet Poisson. On définit alors le coefficient 
de Poisson υ tel que : 
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𝜐 = −
𝜀𝑡
𝜀𝑙

 

Remarque : 0 ≤ 𝜐 ≤ 0.5 

Loi de Hooke généralisée (loi de comportement du solide élastique linéaire) 

Elle généralise la loi de Hooke au cas multiaxial. Car l’effet Poisson  induit un couplage entre 
contraintes et déformations dans toutes les directions. 

Une contrainte σi entraine les déformations : ε1 ε2 ε3 

𝜎1 
𝜎1
𝐸

 −𝜈.
𝜎1
𝐸

 −𝜈.
𝜎1
𝐸

 

𝜎2 −𝜈.
𝜎2
𝐸

 
𝜎2
𝐸

 −𝜈.
𝜎2
𝐸

 

𝜎3 −𝜈.
𝜎3
𝐸

 −𝜈.
𝜎3
𝐸

 
𝜎3
𝐸

 

 

Finalement, la loi de Hooke généralisée énonce 

𝜀1 =
1 + 𝜗

𝐸
𝜎1 −

𝜗

𝐸
. (𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) 

𝜀2 =
1 + 𝜗

𝐸
𝜎2 −

𝜗

𝐸
. (𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) 

𝜀3 =
1 + 𝜗

𝐸
𝜎3 −

𝜗

𝐸
. (𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) 

14.3.2.3 Limite d’élasticité Re 

Pour une contrainte seuil, appelée limite d’élasticité Re, la déformation cesse d’être élastique : 
une déformation plastique, donc irréversible, apparait. 

La transition élastique – plastique est parfois difficile à situer sur la courbe de traction. On 
définit donc souvent la limite d’élasticité par convention (Figure 64). 

 
Figure 64. Limite d'élasticité Rp0.2% 

0.2%

Rp0.2%

Comportement 

élastique linéaire 

Comportement élastique 

non linéaire 

Rp0.2%

0.2%
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