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1 Mécanique analytique

1.1 Exemple d’introduction : le PFD avec la notion de
Lagrangien

Soit une masse ponctuelle m soumise a un effort F
Soit X la position de cette particule en coordonnées cartésiennes.

PFD:
F=m.3
Si F dérive d’un potentiel V, alors pour chague composante i de I'espace (i=1..3)

ov

Fi=——
! aXi

PFD sur chaque composante i de I'espace (i=1..3) :

ov

—_—=m.X
Oxi !

L
m. Xj aXi =

Soit le Lagrangien de la particule

1 1 ) 1
L=Ec—Ep= E.m.v2 -V®) = Z-m. X" - v® = Z-m. EE+x3+%3)-VE
Dans ce cas
JL _ ov
aXi - aXi
De plus
JL .
a—)_(i = M. Xj
et donc
d (8L) .
at\ax,) ~ M

Par conséquent, le PFD peut s’écrire

d (E)L) JdL 0

dt\ox;/ dx;
On a construit 3 équations correspondant respectivement aux coordonnées x1, x2 et x3 de la
particule dans I'espace
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(la ou le théoreme de I'énergie cinétique, également basé sur une approche énergétique avec le PFD
comme point de départ, n’en propose qu’une).

On a mis en évidence, dans un cadre trés simplifié et qui ne met pas en évidence la cadre beaucoup
plus général de la mécanique analytique, la construction des équations de Lagrange.

1.2 Parametres de Lagrange

Soit un systeme constitué d’un solide, ou de plusieurs solides indéformables reliés entre eux.

Les parametres utilisés en mécanique analytique pour décrire a un instant donné la configuration
d’un solide ou de plusieurs solides indéformables reliés entre eux sont les parametres q=(qs,...,qn),
repérant la position des solides. Ces parameétres sont appelés coordonnées généralisées, ou
paramétres de Lagrange.

Soit le point M(t) défini par

OM(t) = F(Mo,q1,92,93,t)
Les parametres g = (q1,q2, q3) sont appelés parametres de Lagrange (ou coordonnées généralisées)
Remarque : les coordonnées généralisées sont essentiellement des distances ou des angles.

Remarque : le choix des parametres q n’est pas unique

Exemple : roue

A

e —— —

2 8 o
Hay

0 & -

Figure 1. (Nadot, 2003)
On a y=h(t) avec h(t) connu. On peut choisir g=(x,Yc,0).
Exemple
[0O=a
OM=b
OM=x3%+y.9 +22

a=(x,y,z,6,,9)
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LN o,

Contact ponctuel en | implique : z = a + b. cos@ donc on peut aussi prendre g=(x,y,8,J,p)

1.3 Cinématique et cinétique

1.3.1 Champ des vitesses et des accélérations d’un systeme de solides

1.3.1.1 Vitesse V(M/T)

Soit Z un systéme de N solides. q=(q1.....qn) les paramétres de Lagrange.
La position de M est repérée parm = ﬁ(Mo, q,t).
Donc la vitesse du point M est donnée par

P dM] oM +aM
B —_— — :—.q. —
dt|. dq;" " ot

1.3.1.2 Accélération I'(M/T)
Par définition
N dV(M/T
F(M/T) — M]
dt
T
On vient de voir que I7(M, t) dépend de g, g et t donc

. ov. oV oV
F(M/T) :a—qj.q]"i'a—qj.qj'ﬁ'a

1.3.2 Energie cinétique

L’énergie cinétique d’un systéme matériel E par-rapport a un repere T est

éﬁﬁﬁél
K(&/T) =f§.V2(M/T)dm
g

Pour un systéme de N solides, avec OM = ﬁ(Mo, q,t), q=(aqn) parametres de Lagrange

5




Frédéric Menan

Donc
— 2

. +0M
ag, U " ot

dm

2K(Z/T) = Zf

kem = (L2 o g )amevz [ (2.2 4 ) f o
/ —E - i | dm J aqj-at-%' m ) acll 4™

dq; dq

On peut écrire
2K(Z/T) = aj.qj. qx + 2Bjq; +y

Avec

>

I
M —
/-~
Q|
SE
QO
2|2
N———

On définit alors
2K; = @ji.qj-qy
2Ky =v

Finalement :

2K(Z/T) = 2K, + 2K, + 2K,

1.3.3 Formule de Lagrange

Soit un systéme X de N solides, g=(qs...qn)
LOM dV oM d (. 0M\ - d (oM
[—=——=—V.— | = V.— | —
Or
d (oM o (0M\ oq, 0 [(OM a (oM\ . @ (oM a (oM = oM
—( === =+ )=k + == ) === G + =
dt\0q; dqi \0qj) 0t 0t\0q; 0qi \0q; at\dq; 0q; \0qy at

Donc, (voir expression de la vitesse V paragraphe 1.3.1.1)
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d (oM\ oV
dt\dq;) dq;

oV oM

Orona

(voir expression de la vitesse Vv paragraphe 1.3.1.1). Donc

'06'1]-

aq;

ﬁaﬁ_d L aV\ _avV 1 d[ov?\ 1 av?
' 2°dt 2'9q;

3q, " &t =

On obtient la formule de Lagrange :

fﬁ oM i d <6K> oK
. dm=——|\—F|—5

La formule de Lagrange nous servira pour établir les équations de Lagrange.

1.3.4 Liaisons

Soit un systeme E de N solides (Si)iz1.n repéré par les parameétres g=(qz......qn)

On appelle liaison explicite entre les parametres g=(dz......0n) Une relation : g(q,q,t) =0 ou g(q,4,t) =0

On appelle liaison implicite une condition géométrique permettant la réduction du nombre de

parametres et effectivement utilisée pour faire cette réduction.

Remargue : g(q,t) = 0 : liaison holonome ; g(q,q,t) = 0 : liaison non holonome

Remarque : liaison intérieure : contact entre deux solides de E ; liaison extérieure : contact entre

deux solides dont I'un au moins n’appartient pas a E

Remarque : en mécanique analytique on assimilera les liaisons technologiques usuelles (pivot,
ponctuel...) a des liaisons implicites. Par exemple une pivot entre deux solides est en fait 5 liaison

implicites !

Exemple : mouvement plan d’un disque sur une droite

A

e —— —

3 o
$ay

0 i -

On peut choisir g=(xc,Yc,0) mais on peut aussi choisir g=(x, 6)
Dans le 1*" cas, la relation y.-h(t)=0 est une relation appelée liaison explicite

7
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Dans le 2°™¢ cas, la relation y.-h(t)=0 est une relation appelée liaison implicite car elle a été utilisée
pour réduire le nombre de parametres de Lagrange

Exemple : masse m

Pour la masse m, on peut choisir q=(x,y,®)
(x,y) : coordonnées du centre de la roue.

Si I'on sait que la roue reste en contact avec le sol, alors il n’est pas nécessaire de définir sa
coordonnée y car on sait que y = a, a tout instant t. On peut alors choisir g=(x,®). Le contact sol —
roue fournit ainsi une liaison (implicite car elle est utilisée pour réduire le nombre de coordonnées).

m

On aurait aussi pu garder la coordonnée y pour décrire la position de la roue. Dans ce cas on aurait
eu I'’équation y —a = 0 a considérer lors de la résolution et on aurait parlé de liaison explicite.

1.4 Vitesses et puissances virtuelles

1.4.1 Vitesses virtuelles

1.4.1.1 Systéme matériel E

Définition : un champ de vitesses virtuelles sur un systeme matériel E a I'instant t est tout champ

vectoriel U™ défini et continu par morceaux sur E a I'instant t.
—
Remarque : le champ V est un cas particulier de vitesses virtuelles.

Un champ de vitesses virtuelles est, sur E a l'instant t, rigidifiant si il existe un vecteur 2" tel que VY
M,N de E, U*(N) = U*(M) + NM Q"

1.4.1.2 Systéme X de N solides Si

On manipulera un type particulier de vitesses virtuelles : les vv de Lagrange

Définition : un champ de vitesses virtuelles de Lagrange de X a I'instant t dans son mouvement par-
rapport a T est un champ défini par

—

oM

V*(M/T) = — (Mo, q,1).4;

Un champ de vitesses virtuelles de Lagrange de I a I'instant t dans son mouvement par-rapporta T
est un champ défini par
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—

oM

ViM/m) =5
J

(Mo, q,t).q;j

Avec (]j : scalaires arbitraires

Proposition : un champ de vitesses virtuelles de Lagrange rigidifie chaque solide Si de 2.

Remargue : la résultante du torseur cinématique virtuel pour un champ de vitesses virtuelles de
Lagrange pour un solide S sera défini par:

S 04 3
2°(S/T) = =— (Mo, q,t).q;

Cette expression du « vecteur rotation virtuel » permet a 17*(M/T) eta ﬁ*(S/T) d’avoir une
structure de torseur et donc de vérifier la relation « BABAR ». Une structure de torseur permettra de
calculer les puissances virtuelles des actions mécaniques.

Exemple : mouvement plan d’un disque sur une droite

3

Si g=(Xc,Yc,0)

v (C T)—am _*+am '*+aﬁ 6;
/ —axc-xc ayc'yc 5 Y

V5(CIT) = x5 2+ 90§

SI q=(XC; e)
Pem 00C ., 00C ..
= X - U
axc Cc 69

V*(C/T) = . %

1.4.2 Vitesses virtuelles compatibles avec des liaisons

1.4.2.1 Vitesses virtuelles compatibles avec des liaisons implicites

Soit un Systéme X de N solides Si, q=(q1.....qn)
Les vitesses virtuelles de Lagrange sont dites compatibles avec les liaisons implicites

1.4.2.2 Vitesses virtuelles compatibles avec des liaisons explicites

Soit la liaison (1) explicite : a;(q,t).q; + b(q,t) =0
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Un champ de vitesses virtuelles de Lagrange I7*(M/T) = g—y (Mo, q,t). q; est dit compatible avec la
J

liaison (1) telle qu’elle existe a I'instant t ssi les q;f vérifient
aj(q! t)' q; =0

Remargue : le champ des vitesses peut ne pas étre compatible avec des liaisons explicites

1.4.3 Puissance virtuelle

1.4.3.1 Puissance virtuelle d’'un champ vectoriel défini sur un systeme matériel E

Définition : on appelle puissance virtuelle du champ @ défini sur E, pour le champ de vitesses
virtuelles l7*, la grandeur

n(® > EU*) = f @ (m).U*(m)dm
E

Remarque : la puissance réelle de @ dans le mouvement de E par-rapport a un repere T est définie
pour U*(m) = V(M/T)

1.4.3.2 Puissance virtuelle d’un champ vectoriel défini sur un systeme Z de N solides
e Unseul solide (N=1)
Soit V* un champ de vitesses virtuelles de Lagrange rigidifiant S.
Le torseur cinématique du point M est alors
{ﬁ* (S/T)
v*(M/T)
Donc la puissance virtuelle du champ @ défini sur E

(@ > S,V*/T) = Ryz. V*(A/T) + Mz(A).3*(S/T)

M~(A) —f AM ® (m).dm
S

e N solides

Q)
|El

i 61\7 -
n(® - 5, V*/T) = f a_ f dm .4} =Qj(®,2/T).¢}
z z

Pour chaque puissance virtuelle on définira les coefficients Q; tels que
n(® - %,V*/T) = Q;(®P,%/T).4;

10
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Exemple : point matériel P (Brossard INSA Lyon)

Un point matériel P peut se déplacer Y‘
sur une droite (D) (01, X1) telle
que 0; € (D) se déplace sur (0,Y¥p)
de maniére que

— 1 2 >
00y = 5 Y .Y
A ! ﬁYo
O_1$ "X . io ty . ¥0 P X
1
On a la relation : s
y—x.tand =0 S
3 paramétres de Lagrange : (x,y,0)
On définira *Xo
= aq}_ q; = ax X dy Vi 90 " = Xiiho T Yiriko

tels que
iy — %y.tand = 0

Puissance virtuelle de I’action de la glissiere sur la masse mobile :

—Qsinf. Xy + QcosbY, 0 — = —Qsinfx:; + Qcos6. y::

n(glissiere - masse,l_/)*) = P
/ X;:Xo + ¥i:¥o

n(glissiere — masse,V*) = 0

1.5 Equations de Lagrange

1.5.1 Efforts extérieurs / Efforts intérieurs a un systéme matériel E.

e  Efforts extérieurs a E : actions mécaniques exercées sur E par E.
e On appelle efforts intérieurs les efforts entre deux parties de E.

1.5.2 Principe des vitesses virtuelles

Il existe au moins un repére T galiléen tel que pour tout systéme matériel E, pour tout champ de
vitesses virtuelles U* défini sur E a tout instant t,

e la puissance virtuelle du champ des accélérations dans le mouvement de E par-rapport a T est égale a
puissance virtuelle des efforts intérieurs et des efforts extérieurs

n(ﬁ/T - E, ﬁ*) = n(E - E, ﬁ*) + n(extérieur - E, l7*)

o la puissance virtuelle des efforts intérieurs est nulle pour tout champ U rigidifiant E

11
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1.5.3 Equations de Lagrange

Soient un systéme Z de N solides i (i=1..N), un repére T, et les coordonnées généralisées q=(q1..qn).

Pour tout q;f de IR, soient les vitesses virtuelles

iy oM »
V*(M/T) = -— (Mo, q,1t).q;

Puissance virtuelle du champ des accélérations :

; . LM
n(l/T - %V /T):fr.a—q.qj.dm
J
Py

Or avec la formule de Lagrange (§1.3.3) :

, L d (0K\ 0K\
n(I“/T—>>3,V /T)= I a —a—q_ -q;
j j

En définissant les puissances suivantes :
e Actions données
n(a.d - Z,V*/T) =Qj(a.d » 2).q; = @.q;f
e Actions de liaison
n(a.l >V /T)=Q;(al-%).q; = 0;.q;

On obtient les équations de Lagrange

d (0K\ 0K _

Remarque importante : au lieu d’écrire le théoreme de I'énergie cinétique, on a écrit le principe des
vitesses virtuelles mais I'approche reste « énergétique » (on calcule la variation d’énergie cinétique
K). Comme on obtient une équation par parameétre de Lagrange, on peut considérer les équations de
Lagrange comme une extension a plusieurs dimensions du théoréme de I'énergie cinétique (le
théoréme de I'énergie cinétique ne fournissant qu’une seule équation scalaire). Plus précisément, au
lieu du déplacement réel (cas du théoréme de I'énergie cinétique), on considére un petit
déplacement virtuel et on calcule la puissance de |'accélération et des efforts lors de ce petit
déplacement. C’'est le principe des puissances virtuelles, des travaux virtuels, des vitesses virtuelles.

1.6 Fonctions de forces et Lagrangien : une autre approche
des équations de Lagrange

Soit un systéme Z en mouvement par-rapport a un repére T.

Si une action donné dépend d’une fonction de forces, alors il existe une fonction U(q,t) telle que

12
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) . au
Q]-(actlon -2V ) = 6_q]
Remarque : Q est alors indépendante de ¢
Remarque :
n(action - 2,7*) = a—U.q*f
aq;

Remarque : V = -U est le potentiel associé a I'action donnée

1.6.1 Exemple : Pesanteur

Soit un systeme X~ de masse m, centre d’inertie G. Soit I'action de la pesanteur ¢ = —gz.

n(@’ - Z,V*/T) = fs'.'g—gZ.V)*(M/T)dm = —gZ*.jE."EI_/)*(M/T)dm = —gZ.m.V*(G/T)
s b

L 906 . _ 9 R
(g -2, V)= —mgz.a—qj.q;f = 6—qj(—mgz.06).q}f
Donc
. _ 9] =t 0
Qj((p -2, V*) = a—qj(—mgz. OG) = a—qj(—mgza)
Donc

U= —mgzg

1.6.2 Lagrangien et équations de Lagrange

Soient un systéme Z et g=(qs....qn). On suppose que

. . , . \ . =\ _ U
> toutes les actions dérivent d’une fonction de forces (cad Q;(action —» £,V*) = a_q-)
J

> pas de liaison explicite

Les n équations de Lagrange sont, pour j=1.....n sont

d (0K 0K — 6. 40
Elles deviennent donc
[qj .
d (6K> 0K _ ou
On définit le Lagrangien

L(q,q,t) = K(q,q,t) + U(q,t)

13
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Alors Les n équations de Lagrange £, deviennent

d (oL oL _.
dt\dq;) dq;

1.7 Résolution d’un probleme en mécanique analytique

1.7.1 Premier bilan a l'issue de la définition des équations de Lagrange

» Inconnues (g;) et Qj : 2n inconnues
» Equations : n équations de Lagrange et p relations de liaisons explicites

Orp<ndoncn+p<2n

On exploitera des hypothéses supplémentaires portant sur les actions de liaison. On peut en effet
classer les actions de liaison de la sorte :

e Liaisons implicites parfaites Q]i.p
e Liaisons explicites parfaites Q;”
e Liaisons imparfaites Qi™

1.7.2 Liaisons implicites parfaites : Axiome de d’Alembert

La puissance virtuelle des actions de cette liaison est nulle, pour tout champ de vitesses virtuelles
compatible avec cette liaison. Les vitesses virtuelles compatibles avec les liaisons implicites sont les
vitesses virtuelles de Lagrange

L. oM,
V:(M/T) = a_q"qj
j

n(a.l -3, I7*/T) = Q;p. gj = 0 pour tout g}, donc Q]i.p = 0 pour tout j=1,2......n
1.7.3 Liaisons explicites parfaites

On dispose de p relations de liaisons explicites parfaites : ax;(q,t).q; + bx(q,t) = 0 aveck=1.....p

Vitesses virtuelles compatibles avec ces liaisons : I7*(M/T) = 2_24.' qj tel que ayj.qj = 0. k=1.....p
J

n(a.l > %,V*/T) = Qr.4;
L’axiome de d’Alembert implique pr. ¢; = 0 pour tout g; tel que ay;.q; = 0

Ceci implique que

14
~ep _ '
Q] —Zlk.ak]
k=1

j=1..n. A, : multiplicateurs de Lagrange

14
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alors

n b
n(actions de liaison - X, I7*/T) = Z Z Ak agj-q;
j=1k=1

1.7.4 Bilan en prenant en compte I’hypothese des liaisons parfaites

» ninconnues (g;) et p inconnues (4;) : n + p inconnues
» néquations de Lagrange et p relations de liaisons parfaites : n + p équations

Liaisons imparfaites : il faudra se donner des renseignements sur les actions de ces liaisons.

1.7.5 Retour sur les équations de Lagrange

d (0K BK_ +z/1 N
dt\aq;)  aq; 7 ety + Q"

Q; : actions données
Z£=1Ak- ay;j : liaisons explicites parfaites

Q]l-m : liaisons imparfaites

1.8 Conclusion

Les équations de Lagrange simplifient beaucoup, d’un point de vue mathématique, la résolution de
certains problémes par-rapport a la mécanique Newtonienne. En effet elles évitent le calcul de
certaines inconnues (tension du fil dans I'exemple du pendule par exemple).

Cependant, on peut ouvrir le débat sur la complexité de I'interprétation « physique » des grandeurs
du probleme et sur la complexité de paramétrage du probleme (définition des coordonnées
généralisées, des liaisons, des vitesses virtuelles, des puissances virtuelles...).

De plus les équations de Lagrange sont moins utiles que la mécanique Newtonienne quand il s’agit de
déterminer des actions de liaisons inconnues. Or dans I’étude d’un probléme classique de

mécanisme industriel, on cherche les mouvements mais aussi les efforts induits dans les composants
(pour un dimensionnement d’actionneur, un calcul de résistance des matériaux.....etc.).

C’est en fait dans des domaines comme la mécanique du vol, I'astronomie, la mécanique quantique,
I’électromagnétisme, ou des corps montrent des trajectoires complexes et des problématique de
stabilité, que la mécanique analytique montre son intérét. Dans ces applications, I'approche avec le
Lagrangien, qui ne nécessite qu’un calcul d’énergies cinétique et potentielle, fournit rapidement et
facilement les équations du mouvement.

Finalement, ces deux approches sont complémentaires : leur choix dépendra du probleme et des
résultats souhaités (mouvement, efforts...). Elles sont aussi souvent couplées : pour le Lagrangien, le
calcul de I'énergie cinétique étant généralement réalisé par mécanique Newtonienne.

15
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Remarque

Le théoreme de I'énergie cinétique énonce que la dérivée par rapport au temps de I'énergie
cinétique d’un solide S dans son mouvement par rapport a au repere galiléen Rg est égale a la
puissance des actions mécaniques extérieures a S

Au lieu d’écrire le théoréme de I'énergie cinétique, en mécanique analytique on a écrit le principe
des vitesses virtuelles mais I'approche reste « énergétique » (on calcule la variation d’énergie
cinétique K).

Comme on obtient une équation par parametre de Lagrange, on peut considérer les équations de
Lagrange comme une extension a plusieurs dimensions du théoréme de I'énergie cinétique (le
théoréme de I'énergie cinétique ne fournit en effet qu’une seule équation scalaire).

Plus précisément, au lieu du déplacement réel (cas du théoreme de I'énergie cinétique), on considere
un petit déplacement virtuel et on calcule la puissance de I'accélération et des efforts lors de ce petit
déplacement. C’'est le principe des puissances virtuelles, des travaux virtuels, des vitesses virtuelles....

1.9 Annexe. Torseur cinématique virtuel

Pour avoir un torseur, il faut que la résultante ar (S/T) vérifie, pour tout M et N du solide :
V*(N/T) = V*(M/T) + NM"3*(S/T)

Partons des vitesses réelles

V’ ..... (N/T) = ]7 ----- (M/T) +WA-{_2)E:E(S/T)

Donc
a V(N/T) _ 0 V(M/T) +W’/\ 0 ﬁ(S/T)
aq; aq; aq;
Or
oV oM
Donc
aﬁ_ a]v_l_W/\ 4 _(_2’(5/71)
En prenant comme résultante
i oM 9
2°(S/T) = 7— (Mo, q,1).q;

Alors le champ des vv de Lagrange est un torseur
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1.10 Annexe. Energie cinétique d’un systeme de N solides

ZK(ZT)——T; oM ] +61\7f 2d
M= llag, 43¢ 4™

z
Donc

2K(Z T)—f:aﬁ 61\71)‘ 7 d +2faM aM f d
z z
2K(X T)—f oM ] +01l7f d
M=) ag, ¥+ ac|| 4™
z

21{(2T)—jﬁsal\7 aM"d +2an M oM d +f aﬁzd
/M= dq; g, VU™ dq; ot ¢ didm ac || "
X X X
2K(2T)—j.jaﬁ aM"d +2an M oM d +f aﬁzd
/M) = dq; g, VU™ 3q, ot v4m ac || "
X X X

2K(Z/T) = ajp- 4;- Gic + 2B + v

_f oM oM i
Yk =) \aq, aq, )"
X
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2 Mécanique analytique

2.1 Exercice : particule de masse m soumise a la pesanteur

Soit une masse ponctuelle m soumise a la gravité.
Soit ¥ = x,€; + x,€, + x3€5 la position de cette masse avec €;: axe vertical ascendant.

1. Déterminer I'équation du mouvement en &5 par I'approche Newtonienne

2. Déterminer I'équation du mouvement en €; a l'aide du Lagrangien et des équations de
Lagrange

Correction

Approche Newtonienne

PFD:

ol

=-m.g.Z=m.d
Surés :
-m.g = m.Xs
X3+9g=0
Approche analytique

Soit le Lagrangien de la masse ponctuelle m

1 2 1 22 2 4 o2
L=K+U=§.m.v —m.g.x3=5.m.(x1 + x5 +x5)—m.g.x;3

Equation de Lagrange pour x3

d (OL) dL _
dt \0x3) 0x3
Ona
oL B )
a}_c?}—m.x3
d(aL)_ .
dt\ox,) ~ X3
oL B
6x3_ m.g
Donc

m.iz; +m.g=20
18
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2.2 Exercice : pendule simple

Soit un pendule simple constitué d’'une masse ponctuelle m repérée par G, suspendue a un fil 1 de
masse négligeable accroché a un bati 0 en O; de coordonnées (x,z) constantes.

Q1 / Ecrire le PFD appliqué au pendule dans la base (¥;, ¥, Z;), en déduire I’équation du mouvement
du pendule

Q2/ Par approche analytique, retrouver I'équation du mouvement du pendule

Xo

Correction

Question 1
PFD

Vitesse et accélération de G

Pesanteur :
m.g = mgZ = mg(cos0z; — sinfx,)
PFD sur x1
—mgsin = m.L.0
1.6 + g.sinf = 0
6+ %.sin@ =0
Question 2

La vitesse du pendule est
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Par conséquent,

Energie cinétique K du pendule

Fonction U est

Lagrangien L

Equation de Lagrange :

L’équation de Lagrange devient

Soit encore

U=16.x1
lv||? = 12.62
1 .
K = Em 12.92

U=m.g.z=m.g.l.cos6

L=K+U

1 .
L= E.m.lz.ez + m.g.l.cosf

d (6L> oL _ 0

dt\ad) 96
oL )
— =m. l29
Gl

oL

30 = —m.g.l.sinf

m.1%.60 + m.g.l.sinf = 0

5+%sin9 =0

On retrouve ici une des équations obtenues lors de I'approche Newtonienne.
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