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1 L’espace R?

1.1 Boule ouverte — boule fermée
On appelle boule ouverte (B,) de centre a de rayon r ’'ensemble défini par
Bo(a, 1) = {x € R?|||lx — al| <}
On appelle boule fermée (By) de centre a de rayon r 'ensemble défini par
Br(a,r) ={x eR?*| |lx—al <7}

Soient les points x = (xq; x,) eta = (ay; ay)

x —all, = J (1 — @) + (3 — )2

llx — alleo = sup{lx; — aql, |x, — ay 1}
L’ensemble des points tels que |[|x — al|, < r définit un disque de centre a, de rayon .

L’ensemble des points tels que ||x — al| < 7 définit un carré de c6té 2r.

‘ D, (Q'JI )
_/1_$ =__.f | IEER)

.a‘

TEA

T e . s SIS (5] FRS v (S ) I
| el |

1.2 Ouvert de R?

Un ensemble A est ouvert dans R? si pour tout a de A, il existe une boule ouverte incluse dans A. On écrit
By(a,r) c A.

Sur la notion d’ouvert :

https://youtube.com/watch?v=C9g7KkyOslA&feature=shared

1.3 Partie bornée de R?
Une partie A de R? est bornée s’il existe un réel M > 0 tel que

vx €4 lIxll, < M



https://eur03.safelinks.protection.outlook.com/?url=https%3A%2F%2Fyoutube.com%2Fwatch%3Fv%3DC9g7KkyOsIA%26feature%3Dshared&data=05%7C02%7Cfmenan%40cesi.fr%7C7f037e2ef7bc405ccc5808ddfa5f4994%7C7cff8eaa92a341a592ce6220d13f9cea%7C0%7C0%7C638942009349005005%7CUnknown%7CTWFpbGZsb3d8eyJFbXB0eU1hcGkiOnRydWUsIlYiOiIwLjAuMDAwMCIsIlAiOiJXaW4zMiIsIkFOIjoiTWFpbCIsIldUIjoyfQ%3D%3D%7C0%7C%7C%7C&sdata=PBOcfve0mBY3FgIWy8IXXZ5%2BI2hdbUH2%2Fjrwm7k7VYA%3D&reserved=0

Frédéric MENAN - CESI Brest

2 Fonction continue de R? - R

2.1 Définition

Une fonction de deux variables réelles a valeurs dans R est une application fd’un ouvert u de R? dans R
telle que

u—->R
f {(x, y) = F(6,y)

Les points de R3 de coordonnées (x;y;f(x,y)) décrivent une surface d’équation z=f(x,y) (Figure 1).

Figure 1. Tracé d'une fonction de deux variables

2.2 Limite

Soit f une fonction définie sur un ouvert u de R? et a un point de u.

On dit que f admet pour limite en a le réel L si

Ve>0,an>0: Vx€ullx—all<n = ||fx) —L|| <¢

Sif a pour limite L en a, cette limite est unique.

2.3 Propriétés

Soient f et g des fonctions définies sur un ouvert u de R? & valeurs dans R, a un point de u et A un réel, tels
que

limf=L;limg=1L
a a

Alors

L
limA.f=AL;limf+g=L+L;limf.g=L.L,; lim£=—,
a a a a g L

2.4 Continuité

Soit f fonction définie sur un ouvert u de R? a valeurs dans R et a un point de u.

La fonction f est continue en a si

limf = f(a)

Exemple : soit f telle que
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x.y )
flx,y) = prpe st (x,y) # (0,0)
f(0,0)=0
Etudier la continuité de f en (0,0)
Poury # 0
limf(x,y) =0
x—0
Pourx # 0
lim f(x,y) =0
y-0
Pour x=y,

1
f(x:J’) _E

La fonction f n’est pas continue en 0.

<t

2.5 Proposition
Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert u de R? & valeurs dans R et a un point de u.
On suppose que les fonctions f et g sont continues en a. Alors

e VAE€ER,Afestcontinueen a.
e f 4+ gestcontinueena.

e f.gestcontinueena.
f

. Eest continue enasig(a) # 0.

Soit f continue en a et g continue en f(a) alors la composée g o f est continue en a.

Exemple
f(x,¥) = x.sin(xy)

La fonction g: (x,y) — sin (xy) est la composée des fonctions x - sinx et (x,y) - x.y. La fonction
(x,y) — x.y est le produit des fonctions (x,y) = x et (x,y) — y. Toutes ces fonctions sont continues en
tout point donc f est continue sur RZ.

2.6 Fonctions de classe C"

La fonction f est de classe C" sur un intervalle | si elle est n fois dérivable sur | et si sa dérivée n-ieme, f est
continue sur .
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3 Dérivées d’une fonction de plusieurs variables

3.1 Dérivée d’une fonctionfena
Soit une fonction f définie sur un ouvert u de R? dont les dérivées partielles sont continues.

Alors f admet en tout point a de u une dérivée Dj, suivant tout vecteur h = (hy; h,),etona:

d )
Duf(@) = hl.é + hz.é

Exemple
Sion reprend la fonction d’un exemple précédent,
fly) =x*—y?

Soit le point a(1,1). Soit le vecteurh(\/i 1).

2 V2
of
a—Zx
of
oy~
1 1
Dnf (@) =ﬁx2—ﬁx(—2) =2V2

3.2 Fonction partielle — dérivée partielle

On appelle fonction partielle une fonction de plusieurs variables dont on a fixé toutes les variables sauf
une. C’est donc une fonction d’une variable.

Exemple
Soit
f(x,y) = -
X—y
Alors
f(x,yo) = ——

est une fonction partielle en x.

On appelle dérivées partielles de f, les dérivées des fonctions partielles de f

Dérivée partielle de f par-rapport a x
of
ax
Dérivée partielle de f par-rapportay

of
ay

Remarque : les dérivées partielles en x et en y sont donc les dérivées suivant T et J.

3.3 Définition

On dit que f est de classe C" si pour tout h, la fonction x — Dy, f(x) est continue sur u.

6




Frédéric MENAN - CESI Brest

3.4 Dérivées partielles d’ordre 2

On définit, de la méme fagon que pour les dérivées d’ordre 1, les dérivées partielles d’ordre 2

aZf_ 0 (af)
0x?  9x \0x
0%f 0 (6f)
9xdy 0x\dy
0%f 0 (6f)
dyodx  dy \9x

3.4.1 Théoréme de Schwarz

2

. . 9% % .
Si les fonctions —— et —— sont continues en (xo,Yo) alors :
dy 0x oxdy

o°f ( )= 0*f ( )
ayax X0, Yo _ayax X0, Yo

3.5 Différentielle d’une fonction de plusieurs variables

Soit f une fonction de deux variables réelles x et y, et admettant des dérivées partielles premieres
continues.

On appelle différentielle totale exacte de f Uapplication linéaire df, définie de 'ensemble de définition de f
vers ’ensemble des réels, telle que

_fxy) L U y)

af 0x dy

dy

L’accroissement total Af entre M(x,y,z) et M’(x+dx,y+dy,z+dz) est :
Af =f(x+dx,y+dy,z+dz) — f(x,y,2)

La différentielle df d’une fonction permet d’estimer cet accroissement Af si les deux points M et M’ sont
proches.

3.5.1 Plantangent

Soit une surface S définie par lafonction z = f(x,y). Soit M, un point de coordonnées (x,, y,). On suppose
que f est dérivable en M,,. Par extension de la notion de tangente pour une fonction d’une seule variable,
le plan tangent a f en M,, est défini par ’équation

of of
z = f(x0,y0) + a(xo:%)- (x —xp) + @(xo')’o)- & =)

Le plan tangent contient les tangentes de toutes les courbes passant en M, et contenues dans la surface
S.
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4 Estimation au voisinage d’un point

4.1 Théoreme de Taylor pour les fonctions de deux variables

Soit la fonction f des deux variables x et y.
On considére la fonction
fx+hty+kt)
On considére cette fonction comme une fonction de t, F(t), telle que
fx+hty+kt)=F()

Le développement limité de F(t) au voisinage de 0 est :

2

F(t) =F(0) +t.F'(0) + =—.F"(0) + -

t
21

Exprimons les dérivées successives de F(t) par-rapport a t en fonction des dérivées partielles de F(t) par-

rapport a x ety. Pour simplifier ’écriture on pose

{x+h.t =qa
y+kt=p
Ona
(o - 4 _OF da oF dp
dt Oa dt 0f dt
Ona
da_h
dt
d
ey
On peut aussi écrire que
OF OF Oa
dx da dx
JOF OF 0B
dy 0B dy
Or
oa d
£= 1;£= 1
Donc
OF OF
0x Oa
OF OF
dy 9B
Finalement,
F'(t) = h.a—F+ k.a—F
0x dy

Calculons maintenant

oF  OF 02F 02F
F'() =h—+k—=h.(h— +k. +k|h

0x dy x> 0xdy

0*F

"0xdy

d*F

+ k.—
ay*

)
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F''(t) = h?. o°F + k2. o°F + 2hk. o°F
U Tox? ay? dxdy
La dérivée troisieme et les dérivées suivantes s’obtiendraient de la méme maniere. Par exemple
F"'(t) = h® o°F + k3. o°F + 3h%k. o°F + 3hk? o°F
© = "0x3 dy3 02xdy "0x0%y
Pour t=0,
F(0) = f(x,)
of . of
F'(0)=h.—+k.—
© ax+ dy
f o*f o*f
F"(0) = h?.— — + 2hk.
)= Fr 6y2 * 0x0y

On reporte ces expressions dans le développement limité de F(t) au voisinage de 0 :

(x+hty+kt)=f( )+t<haf+kaf> i hza2 + k2. 2f+2hk of +
foethty+kt)=flxy ‘\ox  Tay x> y? d0xdy

Avec t=1

f(x+hty+kt)—f(xy)+(ha—f+k%) 2<h23xf kz.g—y}:+2hka;>

Cette formule est la formule de Taylor appliquée a une fonction de deux variables indépendantes.

4.2 Développement limité d’ordre 1

Soit la fonction f dont les dérivées partielles sont continues, alors f admet un développement limité a
Lordre 1 et

L
fxo + sy, + k) = fxo;y0) + -a(%d’o) + -@(xo»}’o) +oe(x,y)

Le terme o £(x, y) est un terme négligeable devant h (x0 ; Vo) et k (xo 5 Vo)

Exemple
f(x,y) = x%1In(y) + y.In(x) + 2x%y — 1

F(1,1) =1
of ~
S A =5
of ~
@(1,1) =3

Donc le développement limité a Uordre 1 de f en (1,1) a pour expression
fA+h14+k)=1+5h+3k +oe(x,y)

On peut utiliser le développement limité a Uordre 1 pour estimer la valeur d’une fonction de deux variables
en un point donné, a partir de la valeur en un autre point, plus facile a calculer.

Par exemple, pour la fonction ci-dessous, la valeur de f en (1,1) est aisée a calculer :
fGD =1

On souhaite estimer la valeur de f en (1,01; 1,03), alors avec le développement limité a Uordre 1 de f en
(1,1), on peut écrire
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f(1,01;1,03) = 1+5%x0,01+3x%x0,03= 1,14
La valeur précise de f(1,01;1,03) est 1,14181.

4.3 Développement limité d'ordre 2

Si les dérivées partielles secondes de f(x,y) sont continues au voisinage de (x,, y,) alors

f(x, + Ry, + k)
ol of . . of ..
= f(X0;Y0) + h. ax (x0;¥0) + k. 3y (%05 ¥0)

+1 hzazf( ; )+k262f( ; ¥o) + 2hk azf( ) |+
2 'axZ X0s Yo ayZ X05; Yo ayax X0, Yo S(x,y)

Exemple
f(x,y) = x%In(y) + y.In(x) + 2x%y — 1
of of

0*f o*f 0*f

Avec ce développement limité a Uordre 2, on peut de nouveau estimer la valeur de f(1,01; 1,03) :

1
f(1,01;1,03) % 1+5 X 0,01 +3 % 0,03 +..(3 X 0,01° — 0,03” +2 X 0,01 X 0,03 X 7) +° £(x,y)

~ 1,14180

La valeur estimée est plus précise qu’avec le développement a Uordre 1.

10
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5 Extremums d’une fonction de deux variables

5.1 Point critique

Un point (xo,Yo) ou les dérivées partielles d’ordre 1 de f sont nulles est appelé point critique.

5.2 Minimum et maximum local

La fonction f admet un maximum local en un point (Xo,Yo) S’il existe un voisinage V de (xo,Yo) tel que pour
tout point (x,y) de V, on a

f(x,y) < f(x0,¥0)

De méme, f admet un minimum local s’il existe un voisinage V de (xo,Yo) tel que pour tout point (x,y) de V,
ona

f,y) = f(x0,¥0)

Remarque : si (Xo,Yo) €St un minimum/maximum sur tout le domaine de définition de f, on parle de
minimum/maximum absolu.

Exemple
floy) =x* +y?
Pour tout couple de réels (x,y),

flx,y) 20

De plus, f(x,y))=0 < x=0 et y=0 donc f admet un minimum absolu en (0,0)

5.3 Notation de Monge

En un point donné (xo,Yo), on note

of
P=o (%0, ¥o)
of
155 (%0, Y0)
0%f
r= W(XO:YO)
ki 0%
S = axay (x0,¥0) = axdy (x0,¥0)
0%f

t= a—yz (x0,¥0)

5.4 Théoréeme

Soit f une fonction de classe C? sur un domaine ouvert U et soit (Xo,Yo) un point de U tel que

o
q=0

Sis? — rt < 0 alors f admet un extremum en ce point, un minimum si r >0, un maximum sir < 0.
Sis? —rt > 0 alorsiln'y a pas d'extremum en ce point.

Sis? — rt = 0 alors on ne peut pas conclure, il faut étudier le signe de f(x,y) — f (%0, o)

11
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Démonstration

Soit la fonction de 2 variables f(x,y). Soient h et k des petits accroissements respectivement de x ety. Soit
la formule de Taylor-Mac Laurin a Uordre 2 de la fonctionf:

f o, <h2 o*f azf

o*f
+ k2. ==+ Ith, K)|*> e(h, k
557 )+ 1 RN et io
Avec €(h, k) - 0 quand (h, k) — (0,0).
Soit (xg, yy) le point critique étudié. En ce point, les dérivées partielles premieres sont nulles donc

f(xo+ Ry +k) = f(x0,¥0) + 5 < aj; aafy

o’f
-5z ) I, 112 e(h, k)
y?
Avec la notation de Monge
1
flo+ Ry, + k) = f(xo,y0) + > (R2.7 4+ 2hk.s + k2.t) + ||(h, k) |I?. e(h, k)

La question est de savoir si, pour tout accroissement h etk, on a
f(xo + hyo + k) < fxo,¥0) ou f(xg + h;yo + k) > f(x0,y0)
On a donc besoin d’étudier le signe de h?.r + 2hk.s + k2. t. Appellons cette grandeur q(h, k).

e Pourr#0

2

S t s 2 sct—rt 2
q(h,k)=h2.r+2hk.s+k2.t=r.(h2+2hk.—+k2.—)=r. (h+—.k) -k
T T T T

Sir > 0ets?—rt <O0alors q(h, k) > 0 pour tout couple (h,k), et f(xo + h; ¥, + k) > f(x0,5,). Le point
(%0, Vo) est un minimum local.

Sir <0ets?—rt <0alors q(h, k) < 0 pour tout couple (h,k), et f(xo + h; ¥, + k) < f(x0,¥,). Le point
(%0, Vo) est un maximum local.

Sis? —rt > 0 alors le signe de q(h, k) dépend des valeurs relatives de h et k. Le point (x,, ¥,) ne sera niun
minimum local ni un maximum local. On parlera de point selle (Figure 2 en haut a droite).

Sis? — rt = 0 on ne peut conclure car il est alors possible que q(h, k) = 0.

q(h k) = t.((k +§.h)2 ~ C_jhz))

Le signe de q(h, k) dépend des valeurs relatives de h et k. Le point (x,, y,) ne sera ni un minimum local ni
un maximum local. On parlera de point selle (Figure 2 en haut a droite).

e Pourr=0ett#0

e Pourr=t=0
q(h k) = shk = %.((h +K)? — (h—k)?)

Le signe de q(h, k) dépend des valeurs relatives de h et k. Le point (x,, V) ne sera ni un minimum local ni
un maximum local. On parlera de point selle (Figure 2 en haut a droite).

Finalement,

Soit f une fonction de classe C? sur un domaine ouvert U et soit (Xo,Yo) un point de U tel que

=0
q=0

Sis? — rt < 0 alors f admet un extremum en ce point, un minimum si r >0, un maximum sir < 0.
Sis? —rt > 0 alorsil n'y a pas d'extremum en ce point.

12
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Sis? — rt = 0 alors on ne peut pas conclure, il faut étudier le signe de f(x,y) — f(xq, ¥o)

Figure 2. Types de points critiques https://www.math.univ-paris13.fr/~beguin/Enseignement files/Cours-
milieu.pdf

5.5 Recherche des extremums

1/ Chercher les points critiques : ils vérifient le systeme

af _
a(x:}’) =0
of
@(X,Y) =0

2/ Pour chaque point critique, calculer s? — r.t et conclure

13
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6 Exercices

6.1 Exercice : étude d’un point critique
Soit la fonction f telle que

fl,y) =xy
Le point (0 ;0) est-il un extremum ?

Correction

Le point (0 ;0) est un point critique.

Soit une boule (B) de centre (0,0) et de rayon r.

GD-5>0
Gimp)= <o

Donc le point (0,0) n’est pas un extremum.

6.2 Exercice : étude des extremums
Soit la fonction f telle que

flx,y) =x>+y3—9xy

Etudier les points critiques de cette fonction sur R2.

14
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Correction
af 5
P 3x“—9y
af 5
@ =3y —9x
(%f _ o
igjﬁ < () =(0;0) ou (3;3)
ZL =90
dy

Ily a donc deux points critiques : (0;0) et (3;3)

En (0;0), f(x,0) = x3 donc f(x,0) > 0 pour x > 0 et f(x,0) < 0 pour x < 0 donc la fonction f n’a ni
maximum ni minimum en ce point.

En (3;3), on peut calculer les dérivées secondes de f en ce point.

92 f
W—&c
0% f

a7 =%

?f

oxdy

Au point (3;3)

r=18;s =-9;t =18
r.t —s? =243

Donc f admet un extremum. De plus, r > 0 donc ¢’est un minimum.

15
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