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1 Séries entieres

1.1 Introduction

Tracer sur Geogebra la fonction
X — sinx

Sur l'intervalle [-2;10] puis tracer les polynémes suivants :

x3

x—>x—§
x3  x°
x—>x—§+§

x3 x5 x7
S TR T

x3 x> x7

Que remarque-t-on ?

1.2 Séries entieres a variable complexe

1.2.1 Définition

X
SR T TR

Une série entiére de variable complexe z est une série dont le terme général est de la forme

Un(z)= an.2"

ou (an) est un nombre réel ou complexe indépendant de z, ou une suite indépendante de z.

1.3 Disque / rayon de convergence

1.3.1 Exemple

Soit Un(z) = z". Pour tout n, on a a, = 1.
32" converge ssi | z| <1 (voir chapitre séries)

Pour les valeurs de z comprises dans le disque ci-contre du plan
complexe, 2z" converge.

1.3.2 Lemme d’Abel

Soit zo complexe non nul tel que la suite (a,, z{) soit bornée.
Soit Zanz" une série entiere.

Pour tout z complexe tel que |z| < |zo]|, alors la série Zanz" est
absolument convergente.

Démonstration

divergence

A
S

convergence

divergence

AN
NS

Zg

convergence
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Si la suite (an.zo") est bornée, alors 3 M>0 : V entier n, |an.zo"| £ M (M indépendant de n).
OrVz, |anz"| = |an.20"|. |2/ 20| ™donc |anz"| M.|z/ 20|"
Si |z| < |zo0], alors la série M. |z / zo|" est une série géométrique convergente, car |z / zo|< 1.
D’apres le théoreme de comparaison, Za,.z" est absolument convergente.
1.3.2.1 Rayon de convergence
Soit Zan.z" une série entiere. On appelle rayon de convergence de la série entiere le nombre
R =sup { p € IR* tel que (an.p") soit bornée }
Remarque: sup = borne supérieure

1.3.3 Disque de convergence

Si R < +o0, |e disque de centre O de rayon R est appelé disque de convergence, noté D(O, R).

1.3.4 Conditions de convergence d’une série entiére

Soit R le rayon de convergence de la série entiére Xa,.z"
Si R=0, Za,.z" converge seulement pour z=0.

Si R est un réel non nul, Za..z" converge absolument pour tout complexe z tel que |z|<R et diverge
pour tout complexe z tel que |z|>R.

Si Zan.z" converge absolument pour tout complexe z, on dit que R=+oo,
1.3.5 Détermination du rayon de convergence

Proposition 1

Soit Za,.z" série entiere de rayon de convergence R.

e S'il existe zo complexe tel que (an.zo") soit bornée, en particulier si Za,.zo" est convergente, alors
R 2> |Zo|

o S'il existe z; complexe tel que la série Zan.z:," ne converge pas absolument, en particulier si
Jan.z1" diverge, alorsR < | z1|

Proposition 2 : regle de d’Alembert pour les séries entieres

On considéere une série entiére et un entier ng tel que pourn2ng, an#0
Si

an+1
an

lim =L
n—oo

existe, le rayon de convergence de la série entiére fan.z" est R = 1/L.
Remarque

1/L=0siL=+o0 1/L=+cosiL=0
Démonstration

On pose Un(z)=an.z"
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SiL elIR™, alors

Un+1(2) A1 2"

Un(2)

an+1

.|z| = L.|z| quand n - +oo

n
an.z "

Cas1

e Si|z|<1/LalorsL.|z|<1 donc ZUn(z) converge absolument donc (proposition 1) R > 1/L
e Si|z|>1/LalorsL.|z|>1 doncZ|Un(z)| diverge donc V z tel que |z|> 1/L, on a (proposition
1)R<|z| doncR<1/L

DoncR=1/L
Un+1(2)

Un(2)
converge absolument donc R = +oo

Cas2:siL=0,lim

| = 0.|z| = 0 pour tout z complexe donc pour tout z complexe, Za,.z"

Un+1(2)

Cas 3 :sil=+oo,siz#0,
Un(2)

| — 400 donc Za,.z" diverge doncR=0

Exemple
Un(z)=z"/n! (an = 1/n!).

| Uni1(z)/Un(z) | =] 2| /(n+1) tend vers 0 quand n tend vers o=, donc par la régle de d’Alembert, ZUx(z)
converge absolument pour tout z et on écrira que pour tout z,

n=0

1.4 Série entiére d’une variable réelle

Une série entiére d’une variable réelle est une série dont le terme général est de la forme
Un(x)= an.x"

ou (an) est une suite indépendante de x. (an) € IR ou C.

Le rayon de convergence de Za,.x" est par définition le rayon de convergence de Za,.z" ou z € C.

L'intervalle ouvert ]-R ; R[ sera appelé intervalle ouvert de convergence.

e Si|x|<Ralors Zan.x" converge absolument.
e Si|x|>Ralors Zan.x" diverge.

Exemple 1

n=1

Six=1, 21/n diverge ; Si x=-1, 3(-1)" / n converge. S est définie sur Ds=[-1;1[ et R=1

1.4.1 Continuité, dérivation terme a terme et intégration terme a terme

Soit Zan.x" une série entiére de rayon de convergence R avec R>O0.

5
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On pose, pour x € ]-R,R[

S(x) = Z a,. xm™
n=0

Alors : la fonction S est continue sur ]-R,R[.
Si Yoo Qn. Xx™ converge pour x = R, alors S est définie et continue sur ]-R , R]
S est de classe Ctsur ]-R,R[ etV x € ]-R,R[on a:
[o'e] [¢%e) [oe] + oo
! d n d n n—-1 n
S(x)=a Zanx =Zaanx =Zn.anx =Z(n+1)an+1x

n=0 n=0 n=1 n=0

La série entiére Zn.an.x"! appelée série dérivée a aussi pour rayon de convergence R

V x de ]-R,R[

X X ,400 +00 X + 00
xn+1
[swa= [ (Y ar)ar= Y an [ erai =Y an 2
0 0 n=1

0 0 n=0 n=

La série Ya,.x™! / (n+1) a méme rayon de convergence R

1.5 Application 1 : développement en série entiere d’une fonction

1.5.1 Notion de fonction « développable en série entiére »

Soit f une fonction a variables réelles définie sur un intervalle ouvert contenant 0.

On dit que f est développable en série entiére au voisinage de 0 s'il existe un réel r > 0 et une suite de
coefficients an telle que V x € ]-r, r[,

+00

FE) =) a”

n=0
Si cette suite (an) existe, on va montrer qu’elle se calcule a 'aide des dérivées de f.
A quelle condition f sera-t-elle développable en série entiére ?
1.5.2 Condition suffisante pour que f soit développable en série entiére
1.5.2.1 Compléments d’analyse : formule de Taylor Lagrange
» Théoréme des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] a valeurs dans IR, dérivable sur ]a,b], alors il existe
un c de ]a,b[ tel que

f)—f(@)=f'(c).(b—a)
» Théoréme de Rolle

Soit f de [a,b] dans IR, continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et telle que f(a)=f(b), alors il existe un
réel c de ]a,b[ tel que
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f'@©) =0
» Formule de Taylor Lagrange
Les deux théoremes précédents permettent d’établir la formule de Taylor Lagrange :

Soit n un entier naturel, f une fonction de classe C™! sur [a,b], alors il existe un c de ]a,b[ tel que

(b — ) (b - ) G

2
FO) = F(@+ (b = 0).f/(@) + =5 (@) + == = fO@) + e f ()

1.5.2.2 Condition suffisante pour que f soit développable en série entiére
Appliquons la formule de Taylor Lagrange a une fonction f entre O et x :

Il existe un c entre 0 et x tel que :

n

Fa =Y )

i=0

Tl+

CESVRANNC

Par conséquent, soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle contenant 0.

On suppose qu’il existe une constante M >0:V x e ]-r, rlet V neIN, on ait | f"(x)|< M
Alors :

xn+1

<lim— M=0

—
0= jim nbe (n + 1)!

LRI
oo -y Lo
i=0

DoncVxe]-r,r[ona:

e
tim Y @ e

n—-oo

k=0

et f est développable en série entiere.

Remarque : Y+ %% fn—() x™est appelée la série de Taylor associée a f.

1.5.3 Conclusion
Soit f fonction de | de IR = IR ou | est un intervalle contenant 0.
On suppose que

o festindéfiniment dérivable sur |
e il existe une constante M telle que pour tout n de IN, et pour tout x de I, | f"(x)|< M.

Alors f est développable en série entiére, la série de Taylor associée a f est

< f™O)
| X

et
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NP0
nllf}oz k!
k=0

1.5.4 Quelques méthodes de développement d’une fonction en série entiére

= f(x)

. 1
e Pour une fonction de la forme P

on remarquera que

1 1 1

x—a al—x/a

donc pour tout réel x avec |x|<|a|,ona

1 1 "
=2, )

n=0
e Pour une fonction du type,
1
(x—a)(x—b)
On remarquera que cette fonction peut se décomposer en éléments simples.
Exemple :
1 1 1
1 3 3 11 13 1 1 1 1
_ = +- == += ==x +=x
(1-02+x) 1-x 2+4+x 31—x 21+% 3" 1—x 1+%

e Pour une fonction du type, (cos x)*
. e 1 3
On procédera par linéarisation en remarquant que (cosx)3 = Zcos(3x) +, cosx

e Pour une fonction du type, In(1+x)

On peut procéder par dérivation ou intégration, en remarquant que
t

In(1+x) =
0

1+t

On connait le développement en série entiére de 1/1+t, que I'on peut ensuite intégrer. Ainsi

xn+1

In(1 + x) = z(—un.n —
n=0

1.6 Application 2 : résolution d’équations différentielles

On voit que les séries entieres sont bien adaptées a la dérivation. En cela elles constituent un outil
puissant pour la résolution d’équations différentielles.

Exemple : soit I'équation (E) : x2.(1-x).y” = x.(1+x).y’ +y=0
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On recherche les solutions développables en série entiére, donc de la forme y = Y5, a,x™ pour x €
I-RiRI

Dans ce cas,

y est solution de (E) ssi, V x de ]-R;R][,

x2.(1 - x). Z(n —1.n.a,x"? —x.(1+x). Z n.a,x" 1+ Z a,x™" =0
n=2 n=1 n=0

[oe]

(00} [ee] [ee] [o0]
—_ n __ _ n+1 __ n __ n+1 n —
Z(n 1).n.a,x E(n 1).n.a,x 2 n.apx Z n.apx™ + Z ap,x" =
n=2 n=2 n=1 n n=0

=1

Z[n. m—1)—n+1].a,x" — Z(n)z.an.x”“ =0
= n=0

n=0
Z(n — 1% a,x" — Z(n — 12 a,_1x"=0
n=0 n=1

Z(n —1%(a, —ap_1)x"+ay =0
n=1

Chaque coefficient est nul donc a, = 0, et (n-1)2.(an — an-1) = 0 donc an = an1 pour tout n > 2

(o] oo (00
y=a E x" = al.x.Zx"‘l =ay.x. E x"
n=1 n=0

n=1

Dong, si |x]| <1,

y=a1.x.1_

PourR=1,y = al.x.li—x est solution de (E).

1.7 La fonction exponentielle complexe

Rappels sur les complexes : pour z=x+i.y, (x,y) réels, e* = exp(z) = e*.e" = e*.(cos y + i.sin y) donc

V z complexe,

En particulier, pour x € IR,
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ooy
e =
n!

+00 .
—ix _ (_l)n.xn
€ B n!
n=0

+00 +o
; . "1+ (—1D").x" -
iy omin 2 S AT, S
n=0 n n=0
e — e = 2 i.sin(x)

10

1)n.x2n

)] = 2cos(x)
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2 Séries de Fourier

2.1  Un peu d’histoire

Début 19 siécle : Fourier propose d’approcher une fonction par des séries trigonométriques pour
résoudre I'’équation de la chaleur

Fin 20°™ siécle : essor des séries de Fourier pour le domaine du numérique : traitement du signal,
images, communications......

https://interstices.info/la-decomposition-en-series-de-fourier/

Figure 1. Joseph Fourier (1786-1830) (domaine public)

THEORIE

DE LA CHALEUR,

iiFy 3
)

4 FARTS,

(1]

Les séries de Fourier sont des séries de fonctions d’un type particulier et servent a étudier les
fonctions périodiques. Une fonction périodique quelconque sera ainsi exprimée comme une
combinaison linéaire de fonctions périodiques simples, de la forme cos(nx) ou sin(nx), appelée série
de Fourier.

11



https://interstices.info/la-decomposition-en-series-de-fourier/

F. Menan lesdocsduprof.com/

2.2  Notion de fonction périodique

Soit une fonction f définie sur R. Le nombre T est une période de f si f(t+T) = f(t) pour tout réel t. Si f
admet une période T non nulle, on dit que f est périodique.

Si la fonction f n’est pas une constante, alors il existe une période T>0 telles que toutes les périodes 0
de f soient telles que 8=k.T avec k entier. Le nombre T est appelé la période de f.

2.2.1 Exemple d’introduction

1sit € [0, x|

Soit la fonction f 2m-périodique : f(t) = {
Osite€|[m2m|

17 1
ao(f)=gf f(t)-dt=§
0

Pourn=>1

5 2
a,(f) = E_[ f(t).cos(nwt).dt
0

Avec w=2m/T=1 donc

T

1 ‘ 1
a,(f) = ;j f(t).cos(nt).dt = —f cos(nt).dt =0
0

T
0

T

1. 1
b, (f) = ;f sin(nt).dt = - (—=cos(nm) +1) =
0

1- (-1
nm

Soit p entier,

b,(f)=0sin=2p

bn(f) = in=2p+1

— s
2p+1).m
La série de Fourier de f est :

© 2

SO = 1/2 + szom.sin((Zp + 1)1

12
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2.3 Série trigonométrique

On appelle série trigonométrique une série dont le terme général est de la forme

Un(t) = an.cos(nwt)+bn.sin(nwt)

w est une constante appelée la pulsation, a, et b, sont des réels indépendants de t.

2.3.1 Ecriture réelle

(0.0)
ag + Z a, cos(nwt) + b, sin(nwt)

n=1

2.3.2 Ecriture harmonique

Les fonctions H,(t) = a, cos(nwt) + b, sin(nwt) sont appelées les harmoniques de la série.

Le premier harmonique est appelé le fondamental.
Sia, # 0et b, # 0 on peut aussi écrire

H,(t) = A, cos(nwt + ¢,)

Ap =+/aZ + bZ (amplitude)

cos(¢n) =32 (¢ : phase)

La série trigonométrique peut alors s’écrire sous sa forme dite harmonique

Ay + Z A, cos(nwt + ¢,,)

n=1

2.3.3 Ecriture complexe

Soit une série trigonométrique

oo
ag + Z a,.cosnwt + b,.sinnwt

n=1
On rappelle les formules d’Euler :

ix —ix . eix_e—ix
, Sinx =

CoOSX = -
2i

Par conséquent,

b b einwt + e—inwt einwt _ e—inwt
ag + Z a,.cosnwt + b,.sinnwt = ay + Z an. > + by,. >

n=1 n=1

(00} (00}

a, by\ . a, b,\ .
=a +Z(—+—,>.em“’t+ (———,).e nwt
0 2 2 2 2i
n=1 n=1

13
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- B () o 5 () o
n=1

Finalement, une série trigonométrique peut aussi s’écrire sous la forme dite complexe ci-dessous

+ oo

E c emwt
n-

n=-—oo

Avec pour tout n >0,

a, +ib,
CnT T

2.4  Série de Fourier d’une fonction T-périodique

Soit une fonction f : IR = IR continue ou continue par morceaux et T-périodique. Soit w = ?n

On cherche les coefficients a, et b, tels que, VtelR:

ft) =ay+ Z a, cos(nwt) + b,sin(nwt)

n=1
2.4.1 Recherche de ap

On peut écrire

n=1

Jf(t)dt —fao dt+_f§: n cos(nwt) + b,sin(nwt) dt
0
T

i fcos(na)t)dt + bnfsin(nwt)dt

0
21
Or, en rappelantque w = -

T

fcos(nwt)dt = [

0

sin(nwt)]T —0
nw 0 N

T

fsin(nwt)dt = [

0

—cos(nwt) T
nw B

donc

T
1
= ?Of f(t)dt

14
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ap est la valeur moyenne de f sur une période.

2.4.2 Recherche de a, et b,

Soit n e IN*, Calculons :

T
f f(t) cos(nwt) dt
0

T

T 9]
ff(t) cos(hwt) dt = f (ao + z a; cos(kwt) + bksin(kwt)> cos(nwt) dt
0 k=1

0

T T T ,
f f(t) cos(nwt) dt = f a, cos(nwt) dt + f (Z ay cos(kwt) + bksin(kwt)> cos(nwt) dt
0

0 0 k=1
Or
T

fcos(nwt)dt =0
0

T T , ©
f f(t) cos(nwt) dt = f <Z ay cos(kwt) + bksin(kwt)) cos(nwt) dt
0

0 k=1
En intégrant terme a terme

T - T T
f f(t) cos(nwt) dt = Z ay f cos(kwt) cos(nwt) dt + by, f sin(kwt) cos(nwt) dt
0 k=1 0 0

On définit les intégrales I, = fOT cos(kwt) cos(nwt) dt et J, = fOT sin(kwt) cos(nwt) dt

T
I = %f cos((k + n)wt) + cos((k — n)wt) dt
0

Si k#n, alors 1k=0 cos(a+b) = cosacosbh - sinasinb

> Si k=n, alors Coj(a‘b):CO.\'GCOSb*‘-Smame

T

1 T

I, = EJ(COS(Zna)t) + 1)dt = >
0

Par ailleurs,

T T
Je = f sin(kwt) cos(nwt) dt = %f sin((k + n)wt) + sin((k —n)wt)dt =0
0 0

Finalement, on a

15
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5 T
a,(f) = Tff(t)cos(nwt)dt
0

On montre également que

) T
b,(f) = ?.f f(t)sin(nwt)dt
0

2.4.3 Série de Fourier d’une fonction T-périodique

Si f est T-périodique et continue ou continue par morceaux, alors on peut écrire, pour tout to € IR

to+T

a =% f F(e)dt
to

to+T

a,(f) =; j f(t)cos(nwt)dt
to

to+T

bn(f)=; f F(t)sin(nowt)dt
to

Les nombres ao(f), an(f) et bn(f) sont appelés coefficients de Fourier de f et sont indépendants de to.

La série trigonométrique construite avec ces coefficients :

ao(f) + Z a, (). cos(kwt) + by (f). sin(kwt)
k=1

s’appelle la série de Fourier de la fonction f.

La somme partielle de la série de Fourier de f, de rang n, est :

Sa (D@ = a(F) + ) (). cos(kwt) + bi(f).sin(kwt)
k=1

Si la série de Fourier est convergente en t, on pose :
+00
S(t) = ao(f) + Z a, (f). cos(nwt) + b, (). sin(nwt)
n=1

2.4.4 Série de Fourier complexe d’une fonction T-périodique

La série de Fourier complexe de f est la série

[oe]

> alp).emet

n=-—oo

avec

16
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T
1 .
() =7 f £(6). e~k dy
0

2.4.5 Autre écriture de la série de Fourier d’une fonction T-périodique

- 2 2
s(t) =ay+ Z ay.CcoS (Tnt) + b,.sin (T nt)
n=

1

Cette série peut s’écrire sous la forme

= 2m
s(t) =ap+ Z A,.cos (?nt + (pn>
n=1
A, = |a%+ b2

by,
@, = —arctan (—)

an

an

cos(pn) = 7
n

Remarque : ¢,, = 1 si a,<0
2.4.6 Théoreme de Dirichlet

Soit une fonction f périodique dont on a défini les coefficients de Fourier, on a alors deux questions :
1. La série de Fourier de f converge-t-elle ?

2. Si oui, converge-t-elle vers f ? (autrement dit, soit f une fonction périodique qui admet une série
de Fourier, f est-elle égale a la somme de sa série de Fourier ?)

Un des principaux résultats permettant de répondre a ces questions est le théoréeme de Dirichlet.
2.4.6.1 Notion préliminaire : limites
Soit f une fonction et a un réel. On note
f@@®) = lim f(¢)
toat
f(a™) = lim f(t)
t—-a
2.4.6.2 Notion préliminaire : fonction de classe C! par morceaux

Soit f: [a,b] > IR. f est de classe C! par morceaux si et seulement si il existe une suite finie (ao,as,...,an)
telle que ag<ai<....<anp et :

e VYientier entre 0 et n-1, f et f sont continues sur ]a; ;|
e VYientierentre 0 et n-1, f et f admettent des limites a droite en a; notées f(ai+) et f'(ai+)
e VYientierentre 1 etn, f et f admettent des limites a gauche en a; notées f(a-) et f'(ai-)

17




F. Menan

lesdocsduprof.com/

VAu'A"

y o !
d, q a, a,

Soit f: IR > IR et T-périodique. On dit que f est de classe C' par morceaux si et seulement si sa
restriction sur une période est de classe C! par morceaux.

2.4.6.3 Théoréeme de Dirichlet

Soit f fonction T-périodique, de classe C! par morceaux.

Alors la série de Fourier associée a f est convergente en chaque point t de IR et fla")

o0 . 1 i /
SN = a(F) + ) an(f).cos(not) + by(f).sinnot) = 3 (F(EH) + F(E)
n=1

En particulier, si f est continue au point t, alors

SH® = f(®)

On dit alors que f est développable en série de Fourier au point t.

2.4.7 Formule de Bessel Parseval

Soit f une fonction T-périodique, continue par morceaux de IR dans IR, alors la série
Yie aZ(f) + b2(f) est convergente eton a :

T +o

1 1

?ffz(t)dt = a¢(f) +§Za%(f) + ba(f)
0 n=

18
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3 Exercices

3.1.1 Exercice : séries entiéres et équations différentielles

On propose de chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de
I’équation différentielle

x2.y" +4xy' +2y =e*

On cherche ainsi une solution de I'équation sous la forme d’une série entiére donnée par

y() = ) gy
n=0

Q1/ Donner I'expression de la série y'(x), dérivée de y(x) par-rapport a x
Q2/ Donner I'expression de la série y''(x) dérivée seconde de y(x) par-rapport a x

On rappelle que la série entiere associée a la fonction exponentielle est

Q3/ En injectant I'expression de y’(x) et y”’(x) dans I'équation différentielle, montrer que

1
n?>+3n+2).a, ==

Q4/ En déduire que

_ 1
tn = (n+2)!
Q5/ En déduire que
1 ™
y(x) = X2 o
n=2
Q6/ En déduire que
) = eX—1—x
yx) = 2

Correction

On propose de chercher la fonction y développable en série entiére au voisinage de 0, solution de
I’équation différentielle

x2.y" +4xy' +2y =e*

On cherche ainsi une solution de I'équation sous la forme d’une série entiere donnée par
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y(x) = i Ap-x™

n=0

Q1/ Donner I'expression de la série y'(x), dérivée de y(x) par-rapport a x

y'(x) = i n.an.x

Q2/ Donner I'expression de la série y''(x) dérivée seconde de y(x) par-rapport a x

(o]

y"'(x) = Z n.(n—1).a,. x"?

n=0

On rappelle que la série entiere associée a la fonction exponentielle est

SR

n=0

2] -

Q3/ En injectant I'expression de y’(x) et y”’(x) dans I’équation différentielle, montrer que

1
(n?>+3n+2).a,=—

n!
On obtient
2 n-2 n—-1 1
x.Zn.(n—l).an.x +4x2na X +22an :ZE
n=0 =0 n=0 n=0
Donc
%) ) . o )
Z n.(n—1).a,.x"+ Z dn.ay.x™ + Z 2a,.x" = Z E_xn
n=0 n=0 n=0 n=0
Donc
1
n.(n—1).a, +4n.a, + 2a, ==
Donc
2 1
(n®*—n+4n+2).a, ==
On a bien

1
2 —
(n?+3n+2).a, = —

Q4/ En déduire que

= D)
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M?>+3n+2)=mn+1Dn+2)

Donc
1
a, =
(n+2)(n+ 1n!
Donc
_ 1
" (n+2)!
Q5/ En déduire que
1 x™
y(x) = X2 ol
n=2

La fonction y est a pour expression

}’(x)=§:a x”=i—1 x"=ii—1 x™t
" (n+2)! x2 ' Li(n+2)
n=0 n=0

n=0

2 -

Q6/ En déduire que

e*—1—x
y(x) = 5
On sait que
oo
1
e* = —.x"
Z n!
n=0
Donc
oo
xn
—=e¥—-1—x
n!
n=2
1 et x sont les termes pour n=0 et n=1
Donc
e*—1—x
y(x) =——5—
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3.1.2 Exercice : série de Fourier d’une fonction paire

1. Ecrire la série de Fourier d’une fonction f paire.
2. Appliquer le résultat obtenu a la fonction f(t) = | sin(t) | (avec f m-périodique)

Correction
Si f est paire
to+T
1
wf) =7 | rod
to
En prenantty = —g
,} f
Pourn =1
T/2 T/2
2 4
a,(f) = T j f(t) cosnwtdt = ?f f(t) cosnwt dt
-T/2 0
T/2
2 :
a,(f) = T f f(t)sinnwtdt =0
-T/2

La série de Fourier s’écrit
SIN® = ap() + ) an(f) cosna
n=1
f(@) = [sint]

T=metw=—=2
T
s
2
(1) == [Isimelae =~
ao(f = sin ==
0
T T
2 2
4 41
a,(f) =E.fsint.c052ntdt =E.§.j(sin(2n+ 1t —sin(2n— 1) t)dt
0 0
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a0 (f) = % [— cos2n+ 1)t cos(2n+1) t]n/z

2n+1 2n—1 0

201 1y 4
an(f)_E'(2n+1_2n—1)__n-(4n2—1)

bn(f) =0

2 <« -4
S(f)(t) = E+;m.c052nt

3.1.3 Exercice : série de Fourier d’'une fonction impaire

1. Ecrire la série de Fourier d’une fonction f impaire.

2. Appliquer le résultat obtenu a la fonction f(t) = t pour tout t € ]-1;1[ avec f 2-périodique et
f(1)=f(-1)=0
Correction
T
2
1
a() =7 [ F©d=0
_r
Pour tout n,

T

) 2
an(f)=?. ff(t)cosnwtdt=0
_r

2

T

2 1
2 4
b, (f) = T ff(t) sinnwt dt = 5_[ t.sinnwt dt
_r 0

Par integration par parties,

2
ba(f) = — . (~1)™*!

® X \n+l
S(H®) = Z b, (f) sinnwt = % Z (IT.sinmrt
n=1 n=1

3.1.4 Exercice : fonction triangle

Soit la fonction f 2ri-périodique définie par : pour tout t € [-1t, 1]

f@® = ltl
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1. Représenter la fonction f sur I'intervalle [-2rt, 2]
2. Lafonction est-elle paire ou impaire ?
3. En déduire les coefficients de Fourier de f
4. En déduire la série de Fourier de f
_T[ ‘ E "
Correction
on a w=2mr/T=1
La fonction f est paire donc bn(f)=0
Coefficients de Fourier ag et an
T/2
=7 foa=3
aof'-T f =3
0
Pour n21
Par intégration par parties,
T/2 T/2 - T
4 4 2 sin(nt) sin(nt)
== t). t).dt = — t. t).dt =— [t. ] —f .dt
an(f) =7 | FO-costnon).de =2 | t.costuoy.de = 2| [ 5] - [
0 0 0
2 cos(nt);® 2p(-1D" -1 Osin=2p
an(f):E[ n? ]0:;[ n? ]: _—4$in=2p+1
. (2p + 1)?
Série de Fourier associée a f
(0.0) + oo
O =ay+ Y agcos(or) =5 — ¥~ cos((2p+ 1)1
=a a, cos(n =—— ——— oS
f 0T LN =g 7. (2p + 1)° P
n= p=

Pour n=3 et n=50

L s S e s e S e e S A B
4 a5 @ 25 2 45 4 05 0 05 1 1§ 2 25 3 35 4
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3.1.5 Exercice : autre écriture d’une série de Fourier
Soit une série trigonométrique de la forme

= 21 . [2m
s(t) =ag+ Z a,.cos (?nt) + b,.sin (? nt)

n=1

1. Montrer que cette série peut s’écrire sous la forme

- 21
s(t) =ay+ Z Cp.COS (Tnt + gon)
n=1
Avec
¢, = |a? + b?
a
cos(gy) = %
Jag + by
] —b
sin(pn) = %
v as + by

2. Montrer alors que

by,
@, = —arctan (—)

an

Correction

Soit une série trigonométrique de la forme

21 . [2m
s(t) =ag+ ay.COoS <?nt) + b,.sin (T nt)

n=1

1. Ona
21 21 . [(2m )
Cp.COS <? nt + gon) = cp.| cos (? nt) .cos(¢p,) — sin (T nt) .sin(py,)
Comme

a . -b
¢, =+ a? + b2 ; cos(p,) = —\/%; sin(¢,) = — L -
ay+by /an+bn

Alors

cn-cos(py) = ay
et

—Cn-Sin(@n) = by
2.
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sin(¢y,) _ __bn

t = — =
an((pn) cos ((pn) an
3.1.6 Exercice : coefficients de Fourier exponentiels

Soit la fonction f : IR = IR 2m-périodique définie par
Vxel]-m;m
fG)=e*

Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

Correction

Soit la fonction f : IR = IR 2r-périodique définie parVxe]-m; m] f(x) = e*

Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

T
1 ,
CMD=;fﬂ0€%”dt
0

T
cn(f) =i Jet et dt
n 2
-1

1 et.(l—in) T
C”(f)zg' 1—in |
1 err.(l—in) _ e—n’.(l—in)
Cn(f)=ﬁ-< 1—in >
1 T ,—inm - ,inm
Cn(f)zﬁ'l—in'(e .e — e . e"m)
1
cn(f) = T (e™. (cos(—nm) + isin(—nm)) — e~ ™. (cos(nm) + isin(nm)))
1 cos(nm) ~ __ = shm (-1)"
e e e
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