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1 Forme algébrique

Soit un nombre complexe z. La forme algébrique de z est
z=a+ib

avec a et b réels.

a est la partie réelle de z. On note a = Re(z).

b est la partie imaginaire de z. On note b = Im(z).

1.1  Propriétés

Soient z et 2’ des nombres complexes tels que z=a+i.b et z’=a’+i.b’
z=0<>a=0etb=0 atib=a +ib ¢>a=a'etb=b’
z+z'=(a+a')+i(b+b’) zz'=(a.a’-b.b')+i.(a.b’+a'.b)

k.z = k.a + i.k.b pour tout réel k

1.2  Conjugué

Le conjugué du complexe z = a + ib (a et b réels) est le complexe noté Z défini par :

Z=a—1b

Propriétés : soient z et 2’ des nombres complexes tels que z=a+i.b et z’=a’+i.b’, alors

7.5=a2+b? 7+ 7=2a 7 — 7=2ib 242'=7 + 7'

=17 7T = )" -

1
z

Ny | =

1.3  Equation du second degré a coefficients réels

On a maintenant des racines méme si A<0. Ces racines sont des nombres complexes. Si A<0 alors

{—b —iVv—=A -b+ iV—A}
S = ;
2a 2a
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2 Forme trigonométrique

2.1 (O;u, V) repére orthonormé direct
du plan. i booeennoe o

Au complexe z =a +ib, est associé le point M de coordonnées
(a; b) dans ce repére. A

-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

M est le point image de z.

Sdemmmm -

OM est le vecteur image de z. o {

z est I'affixe du point M et du vecteur OM

2.2 Moduledez

Le module de z = a+i.b est le réel |z| positif ou nul tel que

|z|=+/ a%+b?

Interprétation géométrigue

Soit M le point d’affixe z et My le point d’affixe zi, alors MiM=|z — z;

Propriétés
|2]=0 & z=0 |2.2'| = |z].|Z']
|zl = |z] = |-2| = | - Z] |Re(2)| < |2]
[Im(2)] < |z |1/z| =1/]|z|

zl-1Z[] < |z#2| < |z|+[Z] [lz]-|Z]| < |zZ|

2.3 Argumentdez

Un argument de z est un réel défini par arg z:(ﬁ’; W) + 2Kkm.
L'argument principal de z est I'argument de z qui appartient a I'intervalle ]-it, mt].

Soit z=x+iy et 8 un argument de z.

X

c0S0 = ——
Vx2 + y?

sinf = Y

Interprétation géométrique

L'argument principal de z indique I’angle 8 entre I’axe des abscisses et le vecteur OM.
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Propriétés
arg(z,z,) = arg(z;) + arg(z,) + 2kn

arg C—:) = arg(z,) — arg(z,) + 2kn

Avec k entier.

On peut aisément retrouver ces propriétés a I'aide de la forme exponentielle d’'un complexe.
2.4  Forme trigonométrique
La forme trigonométrique d’un complexe z non nul d’argument 6 est :
z = |z|.(cosB+i.sinB)
2.5 Relation forme algébrique / forme trigonométrique

Si
a+i.b=r.cosf+i.sinf
Alors

a=r.cos@;b=r.sinf
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3 Forme exponentielle

3.1 Définition
On définit la variable e? telle que

e = cosf + i.sind

Avec 0 réel.
3.2  Définition
La forme exponentielle d’un complexe z non nul d’argument 6 est :

z=|z|.e'?

avec |z| module de z.

3.3  Propriétés

21.2,=|2,|.]2,|. €' ®1+92)
3.4 Formules d’Euler
Par définition, pour tout réel 6,
{ ' e® = cosO + i.sind
e % = cos(—0) + i.sin(—0) = e'® = cosO — i.sind

En sommant ces deux égalités membre a membre

el? +e7 = 2c0s6
En soustrayant ces deux égalités membre a membre

el — e~ = 2i sind

Finalement, on obtient les formules d’Euler

el + o—i0

cosf = —

. el0 _ o—if
ksm@ = 5

3.5 Formules de de Moivre

On a défini

6

et = cosO +i.sind

Donc pour tout entier n,
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(cosB + i.sinf)" = (eie)n = e"% = cos(n@) + i.sin(nh)

3.6  Résolution des équations du second degré dans C

L’apparition de I'imaginaire i2 = —1 permet de reprendre les équations du second degré dans le cas
ou le discriminant A est négatif.

Ainsi, soit I’équation
ax®?+bx+c=0

Alors si A<O, les racines sont deux solutions complexes conjuguées

([ —b+iv=a
a= 2a
{ _—b—iN=A
72 = 2a
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4 Exercices

4.1.1 Exercice

Montrer que pour tout complexe z de module p et d’argument 6, on a

l:l_e_lg
z p
Correction
!
s __ X Y :l_e—ie
z z7z x*+y* x24+y* p

4.1.2 Exercice

Soit @ un réel. Factoriser I'expression 1 + ei®

Correction

Penser aux formules d’Euler.
. 0/ 0 0 ] 0
1+e? = e12.<e 7 4 elz) =e'2.2.cos (E)

4.1.3 Exercice

Résoudre dans C I'équation

z6=-1
Correction
Soit

z = pel®
Avec p réel positif et 8 compris entre 0 et 27

7% =—1

@p6ei69=eiﬂ
6 _
@{ pr=1
60 =+ 2k
p=1
(:){ T+ 2k
0 =—"—
6
Aveck € Z




F. Menan lesdocsduprof.com/

(2k+1)m
z=e 6

4.1.4 Exercice

Déterminer le module et un argument de

1+ i3Y
A=\

Correction
1+i/3] [1+i3] 2
1+ |1+ i V2
s
arg(1+iV3) = 3 [27]
s
arg(1+1i) = 7 [27]
1+iV3 m mn (2]
W\ Ty ) T3 2"
Argument :
30— ==
12 2

4.1.5 Exercice

Soit Z un nombre complexe de module 1.

Montrer en utilisant I’écriture exponentielle que Z + 1/Z est un nombre réel.

Correction

En passant par I'écriture exponentielle
1
z+—=2cos0
z

4.1.6 Exercice : racine carrée

Calculer laracine carréedez1 =5+ 12.ietdez2=4.i—3

Aide : développer et identifier membre a membre : systéme d’équations

Correction

(x+i.y)? = (x%2—y2) + 2xy.i
9
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{xz_yzzs
x?+y*=13

V5+12i =3+ 2iou—3—2i

{xz —y2=-3
x2+y2=5
{ x=1Ly=2
x=-1Ly=-2
4.1.7 Exercice
Soit © réel. Montrer que
(619) =i

Correction

e =cosO +r.smb = cosf —i.sinh = cos(—6) +i.sin(—@) = e~
4.1.8 Exercice

Soit n un entier naturel et des réels x et y.

Calculer
n
A, = Z cos(x + ky)
k=0
Et
n
B, = Z sin(x + ky)
k=0
Correction

@ 50420, o & s Chiok et Aus () aa o B o mia) dada %

i . -
® 4440 wa gesemk Su= At Ba | ot u 5A._gzz__£mln+ck~%\ﬁ¢m&a+ﬁa)] Amme
-0

oy . . Ay can o v
Swm 2 eSS 5. o Z(@TF)T L e g0, onn €T
oo p=o ‘ {
QRAQAML 2 ol QAJ A DAAIAAM £ =\m \'QAMMIJIMQ, Lu.q.’tt. g;,.pa"“"-:‘u";{_»;e"’\ ;]Q e ¢ *i)M‘L
of% An et pm . et el Tt B2k I (e S i 5 R P
= 4 “T R i v
S ® a- e % (et} - e'k)
= . : - . et "
M\*:QL\MU Qi‘-ﬂ %UMAAAA—R-M A\b-.iu-_ S - ek"‘- e\- %‘3. ) ~3 L Arsa M—*;‘ & A(ﬂ:‘_ s‘(; e [-1*1.3) e 1 2
cls e X Noain S‘-'z.
DAAAARAAL = a B, = . by . T M
. A= RetSa) m= S [&«Lmﬁ.‘ Rz omlmr 2 o) Aom (4BYY o B, - MR"*;&) A > = %
tewieely - =%
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4.1.9 Exercice

Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.
1/ Déterminer les racines du polynéme

P(z)=z"1+z2"2 4. +224+2+1
En déduire une factorisation de P(z)

2/ Montrer que

n-1

2ikm
| | l—en

k=1

=n

3/ En déduire que

Aide

1/ Onvoit que z™ 1 + 2" 2 + ... + z2 + z + 1 est la somme des termes d’une suite géométrique de
raison z (avec z#1).

2/ Que donne la factorisation pour z=1 ?

3/ On peut écrire que

n-1 . n-1 . )
2ikm ikm s —ikm ikm
||1—en =|||en<en—en)
k=1 k=1
De plus, formules d’Euler
—ikm ikm
km en —en
sin—=————
n 2i

Correction

11
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