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1 Rappels sur les Intégrales simples

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]

On appelle D le domaine du plan limité par la courbe C représentant f, I’axe des abscisses et les
droites d’équation x =a et x = b.

On appelle intégrale de la fonction f sur [a ;b ] I'aire A du domaine D en unités d’aire.

On note
C

.

A= fbf(x)dx

1.1  Propriétés | b
1.1.1 Comparaison
Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a,b].
Si pour tout x de [a,b], f(x) < g(x), alors
b b
f f(x)dx < f g(x)dx

a a
1.1.2 Relation de Chasles
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. ‘
Soit c compris entre a et b, alors

c b b
-[ f(x)dx + J f)dx = f f(x)dx
a c a a ! c b

1.1.3 Valeur moyenne u d’une fonction

b
w.(b—a) =ff(t)dt

1.1.4 Inégalités de la moyenne

Soit f une fonction définie sur [a, b], continue positive sur [a, b].
Soient 2 réels m et M tels que pour tout x de [a, b], onam < f(x) <M

Alors m < u < M avec u valeur moyenne de f sur [a, b].
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1.2 Calcul d’intégrale

1.2.1 Calcul d’intégrale avec primitive

Soit f fonction continue positive sur [a,b] et F une de ses primitives. Alo

rs

b
f ()t = F(b) — F(a) = [F(O12

1.2.2 Calcul d’intégrale avec un changement de variable

Soit @ fonction continue et dérivable sur [a,B].

Soit f fonction continue sur un intervalle contenant ®[a,f].

Ona:
B @(B)
[ o@.a= [ fa.a
a o(a)
Exemple

/2
I=f sin®x.cosx.dx
0

Soit u(x)=sinx, on a alors du=cosx.dx et :

1 1 1
I =f u?.du = [—.u3] =1/3
0 3 1o

1.2.3 Intégration par parties

b b
f u(t). v’ (t)dt = [u(t)v(t)]? —f u' (Hv(t)de

Exemple

/2
I=f x.cosx.dx
0

Soient : u(x)=x et u’(x)=1; v(x)=sin x et v’(x)=cos x
Alors en appliquant la formule d’IPP :

VA

2

T
I = [;»c.sinx]g/2 — _[ sinx.dx = 5~ 0 — [—cosx]
0

m
2

T
025_1
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Quand utiliser I'IPP ?

Quand l'intégrale de u’v est plus facile a calculer que I'intégrale de uv’,
Ce qui est le cas pour le produit de :

e  Polyndéme par sinus ou cos ( u = polynéme)

e Polyndme par log (u = log)

e e¥par sinus ou cos
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2 Intégrales doubles

2.1 Intégrale double sur un pavé de R?

La variable x varie entre a et b, la variable y entre c et d.
P = [a;b] X [c;d]

Le domaine d’intégration P est un rectangle, car les bornes de x et y sont constantes.

d
c -

Figure 1. Domaine d’intégration de type pavé

Attention : sur la Figure 1, on n’a pas tracé l'intégrale de la fonction f sur P. La surface indiquée est le
domaine d’intégration P.

L'intégrale de la fonction f sur P est un volume, de base P et a comme surface supérieure la courbe
de la fonction f.

Soit f fonction continue

_ R? > R
ﬁbw%ﬁmw

L'intégrale de f sur le domaine P est notée

|| reaxay

P

2.2 Intégration sur certaines parties bornées de R?

Lorsque le domaine d’intégration A n’est pas un rectangle (par exemple Figure 2), les bornes de y
varient en fonction de x (on peut aussi dire que les bornes de x varient en fonction de y).

Y

Figure 2. Domaine d’intégration de type partie bornée

On peut alors écrire le domaine d’intégration comme ceci :
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A={(x,y) ER*la<x<b ¢1(x) <y <@,(x)}

@, et ¢, sont deux fonctions continues de [a,b] dans R telles que pour tout x de [a,b], ¢ (x) <
®2(x)

Ou comme cela :
A={(x,y) ER?*|®,(c) S x < Dy(d) c<y<d}
@, et ®, sont deux fonctions continues de [a,b] dans R telles que pour tout x de [a,b],

D4 (c) < Py(d)
2.3 Théoreme de Fubini

Enoncé 1 (intégration par piles)

Soient deux réels a et b tels que a < b, et ¢, et ¢, deux fonctions continues par morceaux de [a,b]
dans R telles que pour tout x de [a,b], @1 (x) < @, (x).

Soit le domaine
A={(x,y) ER*la<x<b @i(x) <y <@y(x)}

Soit f une fonction continue sur A, alors

b @2(x)
f £ y)dxdy = f f FGy)dy | dx
A a \@;(x)

®2(x)

@1 (x)

Figure 3. Intégration par piles

Enoncé 2 (intégration par tranches)

Soient deux réels c et d tels que ¢ < d, et @, et ®, sont deux fonctions continues par morceaux de
[a,b] dans R telles que pour tout x de [a,b], ©;(x) < P, (x).

Soit le domaine
A= {(x,y) ER*|D;(y) Sx S D,(y) c<y<d}

Soit f une fonction continue sur A, alors

| reyaxay = fd ¢](y)f(x,y)dx dy
A c \®:(»)




F. Menan lesdocsduprof.com/

&y (y) Dy (y) X

Figure 4. Intégration par tranches

Ce théoreme, extrémement utile, permet de transformer une intégrale double en la succession de
deux intégrales simples.

Suivant que I'on intégre par-rapport a y en premier, ou par-rapport a x en premier, on parle
d’intégration par piles ou par tranche.

Exemple

I =f (x2 + y?)dxdy

P=[_111]X[011]

W

Calcul sur Python

import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda y, x: X**2+y**2
integrate.dblquad(f, -1, 1, 0, 1)

Exemple

Soit
A={(x,y) ER?I0<x <1 0<y<x?

! 21%° ! 4 3 .61t
y x x3 x
I=||A+xy)dxdy= | |y+x.=| dex=[(x*+x.—]dx=|=—+—
2 2 3 12
A 0 0 0 0

Calcul sur Python

import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda y, x: l+x*y

hfun = lambda x : x**2
integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, hfun)
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I

1
i

I

o\n-\

o\n-\

271
+Z_
[xyz 5

xy+

0

dxdy

111
f f f (xy + z)dxdydz
000

dxdy

2 1
[|o+39] @
2 2
0 0

Calcul sur Python

import numpy as np

from scipy import integrate

£ lambda z, y, x: x*y+tz
integrate.tplquad(f, 0,1,0,1,0,1)

ATTENTION : pour appliquer le théoreme de Fubini, il faut que le domaine D soit tel que sa frontiere
n’est coupée qu’en au plus deux points pour tout droite paralléle a I'axe Oy (intégration par piles) ou
|’axe Ox (intégration par tranches).

La figure ci-dessous montre un domaine d’intégration ou le théoréme de Fubini n’est pas applicable.

3

Figure 5. Exemple de domaine d’intégration ol le théoréme de Fubini n’est pas applicable
En effet si I'on applique le théoreme de Fubini sur le domaine A =[a,b]x[c,d] et que I'on calcule

b

[ reyaxay = | f £ y)dy |dx
A a d

alors le domaine d’intégration utilisé ne sera pas celui de la Figure 5, mais celui de la Figure 6.
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Figure 6

2.4  Cas particulier : fonction h(x,y) de la forme h(x,y) = f(x).g(y)

On applique le théoreme de Fubini

| n.yyaxay = [[ reogoaxdy = f b ( f 9 o) dy) dx
D

d

Comme f(x) ne dépend pas de y, on peut sortir f(x) de I'intégrale en y, donc

[| rwgaxay = f "f < f " dy) ix
D

Comme fcd g () dy ne dépend pas de x, on peut la sortir de I'intégrale en x.

On obtient finalement, si la fonction h(x,y) est de la forme h(x,y) = f(x).g(¥)

| nexyyaxay = [[ reogodxdy = | "9y, | ' fodx = | fodx. | "9y

d

Remarque : il est trés courant que les intégrales rencontrées en sciences physiques et sciences pour
I'ingénieur permettent ce calcul.

Exemple

Calculer sur D = [0,1] x [0,2]

I = !](1 + x)dxdy

Par le théoréme de Fubini, et sachant que la fonction est de la forme h(x,y) = f(x).g(y), on a

1 2

I = ff(1+x)dxdy= f(1+x)dxfdy= 3
D 0 0
Calcul sur Python
import numpy as np
from scipy import integrate

f = lambda y, x: 1+x
integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, 2)

10
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3 Intégrales triples

3.1 Intégrale triple sur un pavé de R3

La définition est la méme que pour une intégrale double.

Le domaine d’intégration est un volume.

L'intégrale de f sur P pavé de R3 est

fpf f f(x, y)dxdy

3.2 Intégrale triple sur une partie bornée de R3 délimitée par deux surfaces
situées I'une au-dessus de I'autre ou une surface fermée

On peut, comme pour les intégrales doubles, intégrer « par piles » ou « par tranches ».

11
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4 Calcul d’intégrales avec changement de
variables

4.1 Définitions

Sous certaines conditions, on peut effectuer un changement de variable pour faciliter le calcul d’une
intégrale multiple.

Soient U et U’ deux ouverts de R™. Soit la fonction ® : U — U’ bijection de classe C! dont la
réciproque est aussi de classe C. Soit Q) partie bornée de R™.

Soit f : ®(Q)) = R continue, alors

Sin=2

-U f(x,y)dxdy = fff o b(u,v).]. dudv
o

d€0)

Sin=3

ff f(x,y,z)dxdydz = g f o d(u,v,w).].dudvdw

Q)

On appelle matrice jacobienne la matrice :

¢, v) = (x;y)
dx Ox
ou ov
dy 0y
ou v
J est le déterminant de la matrice jacobienne :

dx Ox
ou 0dv
dy 0dy
du Jv
4.2 Exemples, changements de variables usuels

4.2.1 Changement de variables affine

{x=a.u+b.v
y=cu+dv
_la b
1_|c d

Ainsi,

12
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dxdy = (ad — bc)dudv
4.2.2 Changement de variables polaire

{x = p.cosB
y = p.sinf

cosf —p.sinf|
sinf p.cos@ =P

-

dxdy = pdpdf

Exemple

I = g‘(x+y)dxdy

AvecD = {(x,y) ER?|x? +y?2 < 1;x > 0;y > 0}

Y
1

I = ff(p.cos@ + p.sin 8)pdpd6
Q

Avecﬂ={(p,9)|0<p<1;0<9<§}

T
2
371 s

1
1= Jpzdp.f(cosﬁ + sinf)do = [%] [sin® — cosB]
0 0 0

4.3 Changement de variables pour les intégrales triples

On considere le changement de variables ci-dessous :

x =a(u,v,w)
vy =b(u,v,w)
z=c(u,v,w)

Les fonctions a, b et c sont dérivables sur le domaine d’intégration.

La matrice jacobienne est alors :

13

w| N
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da da da

Ew (w,v,w) E (u,v,w) oW (u,v,w)
ob ob ob

7u (u,v,w) P (u,v,w) T (u,v,w)
dc dc

dc /
M (w,v,w) E (u,v,w) E (u,v,w)

Comme pour les intégrales doubles, on appelle J le déterminant de la matrice jacobienne.

a da da
M (w,v,w) P (u,v,w) Em (u,v,w)

J= ob ob ob
7u (u,v,w) P (u,v,w) T (u,v,w)

dc dc dac
M (w,v,w) E (u,v,w) Em (u,v,w)

4.3.1 Changement de variables affine

{x=a.u+b.v+c.w
y=du+ev+f.w

4.3.2 Changement de variables cylindrique

X =r.cosf
y =r.sinf
z=12z

Matrice jacobienne :

cosf -—r.sinf6 O

(sin 6 r.cos@ O

0 0 1
J=r

4.3.3 Changement de variables sphérique

y=r.sinf.sinW¥

{x= r.sin@.cos¥
Z=7r.cosf

Avec
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0o<¥<2n

Matrice jacobienne

sinf@.sin¥ r.cosf.sin¥ r.sin@.cos¥

(sin 0.cos¥W r.cos@.cos¥W —r.sinf.sin lP)
cos 6 —r.sin @ 0

J=r.sinf.sin@.sinW.r.sinf.sin¥ +r.cosf.cos¥.r.sinf.cos¥.cosH
+cos@.r.cosf.sinW.r.sinf.sinW + r.sinf.r.sinf.cos¥.sinf.cos¥

] =12.5in?0.sin 0 . sin®¥ + r?. cos?0cos?¥. sinb + r2. cos?0sin?¥.sin 6
+ 12.5in?0.cos*¥.sin @

J =12.5in6.(sin?0. sin®¥ + cos?0cos?W + cos?0sin?¥ + sin?6. cos?¥)

J =12.sin6.(sin®¥ + cos?¥) = r?.sin 6
Elément d’intégration

dV = Jdxdydz = r?.sin 6 .drdfd¥

4.3.4 Exemple

/= fﬂ‘ dxdydz
D={1<x?+y%+2z%2<4}
Coordonnées sphériques :

y=7r.cos¢.sinf

{x =7r.cos¢.cosb
zZ=r.sin¢

cos¢p.cos@ —r.cos¢p.sin@ —r.singcosO
J =|cos¢.sinf r.cos¢pcosd —r.singsinf
sin ¢ 0 r.cos¢

Avecﬂ={1<r<2;0<9<2n;—%<¢<§}

1= Lﬂ.%.rz.cos¢.drd9d¢ = frdr.fd@.fcoscpd(p = 6m

15




F. Menan lesdocsduprof.com/

5 Intégrale sur un arc curviligne

5.1 Définition
Soient :
e () ouvert de R?
e ['c Qun arcde courbe défini par

{x = f(0)
y=g(t)

Les fonctions f et g sont continues et dérivables par morceaux
e Un champ de vecteurs V défini par :

{ B Q- R?
M(x,y) > V(M) = P(x,y).T+ Q(x,¥).J

On appelle intégrale curviligne de V sur I'arc orienté I I'intégrale

b

1= [(P(r©.00).5'®) + 0@, 90).g ).t

a

On utilise deux notations.

Notation différentielle

Onadx = f'(t)dt etdy = g'(t)dt
b
I = fP(x,y).dx + Q(x,y).dy

a

w = P(x,y).dx + Q(x,y).dy est appelée forme différentielle.

Notation vectorielle

dM = dx.T+ +dy.] + dz.k

I= f V(M).dM
r

I : circulation du champ de vecteurs Ve long deT.

16
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Exemple

X = cost
{y=sint
z=1t

V(M) = yz.i+ zx.j + xy.k

dx = —sint.dt;dy =cost.dt;dz = dt

21
I = f (—sin?(t) .t + t.cos?(t) + cos(t) sin(t)) . dt
0
2m

I =f (t. cos(2t) +%sin(2t)).dt

0

Remarque

Si I est la réunion de narcs,ona:
n
f w = Zwi
r i=1
5.2 Formule de Green-Riemann

Soit D une partie de R?, limitée par une courbe fermée T, continue.

Soit un champ de vecteurs ¥ continue et dérivable et défini par :

{ B R2—>R2
M(x,y) » V(M) = P(x,y).T+ Q(x,¥).]

fV(M).dM’ _ ﬂ (Z—S(x,y) —%(x,y))dxdy
r D

17
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Exemple
Soit D le disque de centre 1(0,1) et de rayon 1. On peut paramétrer le cercle I par le systeme

X =cost
{y= 1+sint

Soit le champ de vecteurs V: M = (x, y) = —yx2. T+ xy?J

On calcule

= Ff V(M).dM

{dxz —sint.dt
dy = cost.dt

[ = f((l + sint)cos?t.sint + cost. (1 + sint)?. cost)dt

—-T

3
1= f(ZcosZt.sinZt + 3.cos?t.sint + cos*t)dt = >

T

{R(x'}’) = _yxZ
Q(x,y) = xy?

= (Zen - 3—5@. ) dudy = [[ 0 + #?)dxdy

On pose

{x = p.cosB
y = p.sin6

D
x y)|dpd9 _ ﬂ 3. dpdo

[

Choix de D’
x2+(@y-1)2%<1

S xt+y?-2y+1<1

18
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& p?—2p.sinf <0
& p—2sin8 <0

D'={(p,0),0<0<met0<p< 2sinb}

T 25in@

3
szf p3.dpd9=7
0 0

19
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6 Intégrales de surface

6.1 Formule de Stokes

Soit une surface S de bord I'.

Soit un champ de vecteurs V de classe C1 défini sur un ouvert U contenant S et T, et tel que

V(x,v,2) = P(x,y,2).T+ Q(x,y,2).] + R(x,y,2). k

Alors
f V(M).dM = ff rot (V(M)).7i.ds
r s

Avec 71 normale a dS au point M.

6.2 Formule de Green-Ostrogradsky

# V.ii.dS = ﬂf div(V)dxdydz
S 4

20
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7 Exercices

7.1.1 Exercice : intégrale double

Calculer

I = ﬂ. x*dxdy
D

Avec D = [1;2] x [0; 3]

Correction

3 ) 3 s
x3 7 7y
[= || X*dxdy = | |[=| dy= [ =.dy = [—] =7
3 3 31,
D 0 1 0

Python

import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda y, x: x**2
integrate.dblquad(f, 1, 2, 0, 3)

7.1.2 Exercice : intégrale double

Calculer

1
I = ——dxd
ﬂ1+x2+y2 xay
D

AvecD = {(x;y) € R x* +y* <1}

Correction

On représente le domaine D par un disque de rayon 1 centré sur I'origine du repére.

1
I='U1+x—2+y2dxdysurD ={(x;y) € R?*|x*+y* <1}

En passant en polaires, on obtient :

1 1
I = f J —————dxdy = f j rdrdd
x4y 1+ x2 +y? o<r<1,0<f<2mr 1 T r2

1
I = _[ rdr f 1d0 = nin(2)
o<r<11+77? ,0<0<2m

21
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7.1.3 Exercice : intégrale double

Calculer

I = ff (xy? + 2z)dxdydz
D

D =[1;2] x [5;9] x [0; 3]

Correction

I = ff (xy? + 2z)dxdydz = 942
D

import numpy as np
from scipy import integrate

f = lambda x,y,z: X*y**2+z*2

integrate.tplquad(f, 1,2,5,9,0,3)

7.1.4 Exercice : intégrale double

Calculer :
I = ff(l + x)dxdy
D
ou
D = [0,1] x [0,2]
Correction

Par le théoréme de Fubini, et sachant que la fonction est de la forme h(x,y) = f(x).g(y),on a

2

1
1=_I[f(1+x)dxdy=bf(l+x)dx0fdy=3

7.1.5 Exercice: intégrale double

I = g-(l + xy)dxdy

Avec A= {(x,y) ER?[0<x <1 0<y<x?%

Calculer
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2
21X
Y

2

X

1 1 4 L
I=f[y+x. dx=f<x2+x.—)dx=[—+
2 3
0 0

A={(x,y) ER*0<x<1 0<y<x?}

6
0 12 0

import numpy as np

from scipy import integrate
f_
hfun

lambda y, x:
= lambda x

l+x*y
X**2

integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, hfun)

7.1.6 Exercice : intégrale double

Calculer

1 r2-2x
I=] j (14 3x +y)dxdy
0 Jo

Correction

1=8/3

import numpy as np

from scipy import integrate
f_
hfun

lambda y, x:
lambda x

1+3*x+y
2-2%x

integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, hfun)

7.1.7 Exercice : intégrale double

I = ffx.eydxdy
D

[1;2] x [3;5]

Correction

5
4 1 3
y —(-_ = 5_,3y_Z 5 _p3) &~
xdx.fe dy (2 2).(9 e) 2.(e e’) = 192
3

2

-

1

import numpy as np
from scipy import integrate

£

lambda y, x: x*np.exp(y)
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integrate.dblquad(f, 1, 2, 3, 5)

7.1.8 Exercice : intégrale double

Calculer
2 y?
I = — 4+ —dxd
f g T3 Py
D ={(x,y) ER%x?+y%2 <1}

Correction

xZ y2
I:f ?-I_dedy
D

On va opérer un changement de variable

{x = p.cosf
y = p.sin@

cosf —p.sinf|

J= |sin9 p.cosf
dxdy = pdpdf
Le domaine D a pour nouvelle définition
{ <p<l1
0<6<?2
( 9)2 in@ 2 ! 2”( 9)2 ind 2
cos sin cos sin
1=J P 4 (psind) dd9=fp3dpf PG
4 4
0 0
7 1
34, —
f prdp =7
0

cos(2a) = cos?a — sin%a = 2cos?a— 1 =1 — 2sin®a

Donc

21 2T

(cos#)? (sin6)> 1 (1+cos(26)) 1 (1-—-cos(26))

Of 9 + ) dg —f 3 > +Z. > dao
2 .

= —.f 3 (1+ cos(20)) + 1 (1 — cos(20))de
0
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21

_1fl+1+ (29)(1 1)d9_1[9+92"_n+
—-2. COoS 9 4 —-2. —-9

9 4
0

Finalement,

Python

import numpy as np

from scipy import integrate
a=3

b=2

f = lambda y, x: x**2/a**2+y**2/b**2

hfun = lambda x : np.sqrt(l-x**2)

print ('l integrale calculée est sur 1/4 d ellipse', '"ATTENTION')
integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, hfun)

7.1.9 Exercice : résistance des matériaux, moment quadratique

On dispose d’une poutre a section carré de c6té h. On la dispose soit en carré, soit en losange.

1/ Calculer le moment quadratique I, par-rapport a I'axe de chaque section

iy
lly

v

X

0
Question bonus orientée Résistance des Matériaux :

2/ Le seul calcul du moment quadratique permet-il de conclure ?

Correction

Ay

Section « en carré » :

h4
I;, =ﬂ-y2dzdy=ﬁ
D

Avec

h
2

N| &

h h
D={Z;y}E]R2/—§SzSEet— <y<
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Section « en losange » :

Avec | I'intégrale d’un quart de losange telle que

I:ffyzdzdy
D

Avec

h h
D={z;y}eER?/0<z<—et0<y< —z+—
{zy} / 7 y

V2
h h
B )
2 — —
|\f ydy/|dz-48
0

2/ Le seul calcul du moment quadratique permet-il de conclure ?

Section « en carré » :

Mf-)’max
Omax = i
Gz
Avec
_ h
Ymax = 5
Donc

Section « en losange » :

Mf-)’max
Omax = — Ig
Z
Avec
h
ymax \/E
Donc
672
Omax = — f-?

La contrainte maximale sera plus forte dans la section posée « en losange » malgré un moment
quadratique égal a la section carrée.
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7.1.10 Exercice : moment quadratique d’une section

Déterminer I'expression de I;, le moment quadratique en G par-rapport a I’axe z pour les deux
géomeétries ci-dessous a I'aide de la formule

— 2

= ff ydydz

Correction

b
6z = 5
R 21
Ig, = ff r2sin?6.dS = ff r2sin?6.rdrd6 =ff r2sin?6.rdrd@
00
) 1 —cos20
c0s“0 = ——
2
_ sin26 R* 2m  mR*
o= |7 ] [z ] =TT

7.1.11 Exercice : intégrale triple

Calculer I'intégrale

I = f f (xy + z)dxdydz

Sur le domaine P =[0,1] x [0,1] x [0,1]

Correction

S w

Python
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import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda z, y, x: x*y+z
integrate.tplquad(f, 0,1,0,1,0,1)

7.1.12 Exercice : volume d’une sphére

Soit un point M(x,y,z) dans une spheére de rayon R.

Le volume de la sphére est donné par :

V=gfdv=gfdxdydz

D ={(x,y,2) € R®|x% + y? + 22 < R?}

On propose le changement de repére suivant :

y=r.sinf.sinW¥

{xz r.sinf.cos¥
Z=7r.cosf

6/ &

o[} : _
. m

Avec0<r<RO0<O0<mO0<SV¥Y<2nm

Matrice jacobienne

sinf@.sin¥ r.cosf.sin¥ r.sin@.cos¥

(sin 0.cos¥ r.cos@.cos¥ -—r.sinf.sin lP)
cos @ —r.sin @ 0

J=r.sinf.sinf .sinW.r.sinf .sinW +r.cosf.cos¥.r.sinf.cos¥.cos o
4+ cosf.r.cosO.sinW.r.sinf.sinW + r.sinf .r.sinf .cos¥.sinf.cos¥

J =12.5in%6.sin 0 . sin®¥ + r?. cos?0cos?¥.sinb + r?. cos?0sin?¥.sin 4
+ r2.5in?0. cos?*¥.sin f

] =12%.sin6.(sin?6.sin®¥ + cos?0cos®¥ + cos?0sin?¥ + sin?6. cos?¥)
] =72%.sin6.(sin*¥ + cos?*¥) = r2.sinh
On obtient comme élément d’intégration

dV = Jdxdydz = r2.sin 6 .drd0d¥
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Question

Déterminer I'expression du volume d’une sphére de rayon R.

Correction
V=fffr2.sin9.drd9d‘{’
R 2
) [ g R? R? 4
V=fr dr.fsme.de.f d‘}’:?.[—cosn]g.Zn:?.Zn.(l+1) =§nR
0 0 0

7.1.13 Exercice : volume d’un cylindre

Déterminer par intégration le volume d’un cylindre de hauteur h, rayon R

Correction

v = ([ ravas

27

R h
RZ
V=frdr.f d9.fdz=7.2n.h=nR2h
0 0 0

7.1.14 Exercice : température moyenne

La piece ci-dessous mesure 6m de long et 4m de large.

Sur les murs définis parx = 0, y = 0 et x = 6, elle est contact avec d’autres pieces, chauffées a
19°C.

Sur le mur défini par y = 4, elle est contact avec I'extérieur.
La piece est tres mal isolée avec I'extérieur, ou la température est trés inférieure a 19°C.

On propose d’exprimer le champ de température T en un point (x,y) de la piéce par :

T(x,y) =19 —%

1/ Décrire le champ de température T(x,y). Est-il cohérent avec les données du probléme ?
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2/ Calculer la température moyenne dans la piéce.

Correction

1/ Proche du mur extérieur la température est plus faible car la piéce est mal isolée
Donc pour y=0 on peut supposer T=19 et pour y=4 on peut supposer T=17.

On choisit une T qui ne dépend pas de x car les murs x=0 et x=6 sont eux aussi a 19°C
2/

y2 " 1
19y ~7| =5.(19x4-4) =18
0

1 y 1
Tmoyzg.fflg—i.dXdy:—X6X

24 4

7.1.15 Exercice. Matériaux « sandwichs »

Les matériaux « sandwichs » sont des matériaux composés d’une ame centrale entourée de deux
peaux, ou semelles. lls présentent un excellent rapport poids/résistance et poids/rigidité en flexion.

On propose dans cet exercice de retrouver les valeurs données ci-dessous concernant la rigidité et la
résistance en flexion de trois sandwichs de différentes épaisseurs.

Questions

La figure ci-dessous donne les rapports entre la rigidité en flexion (moment quadratique 1z) d’une
poutre d’épaisseur t et celle d’un sandwich d’épaisseur 2t et 4t.

Retrouver les rapports de 7 et 37 donnés.

Properties Solid material Core thickness

t
1 [
b | —
2t i B4 4 U g

] | B |
Stiffness 1.0 7.0 37.0
Flexural
strength 1.0 35 92
Weight 1.0 1.03 1.06

Techniques de lingénieur AM3141
Doc. HEXCEL

P
be |

¥ .

,;m d= cant
v

§4 5 (A

o \
[AY i LA

Figure 21 - Poutre sandwich sur deux appuis chargée au centre
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