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1 Introduction : petite activité ludique

Calculer, pourientierde1a10:

0,02

Script Python :

print ('Calcul de 0.0271i pour i entier de 1 a 10'")
for i in range(11):
print ("pour i=", i, "on obtient", 0.002**1i)

On voit que chaque terme 0,021 est trés inférieur 3 0,02°.

Le raisonnement pour 0,002 ou 0,0002 est encore plus édifiant !

Finalement, lorsque x tend vers 0, on ne sera pas perturbé d’écrire que x + x? + x3 + 2x* peut
s’écrire x + x% + 0(x?), avec 0(x?) une fonction de x négligeable devant x.
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2 Définition

On dit que f admet un développement limité (DL) d’'ordre n en 0 s’il existe un polyné6me P, de degré
inférieur ou égal a n et une fonction € définie au voisinage de 0 tels que :

{f(X) = B (x) +x".&(x)

lime(x) =0
x—0

Exemple
3 5

. B x° x s
sm(x)—x—§+§+o(x)

Pn(x) est appelée partie réguliére ou partie principale du DL.
x™. e(x) est appelé reste d’ordre n et souvent écrit Rn(x).

On écrit aussi

fG) = R(x) +0o(x™) = Py (x) + Ry (x)

Pour un DL d’ordre 1, on parle aussi d'approximation linéaire ou d'approximation affine.

Exemple

Soit le DL 2 + 3x — 7x3 + x°.£(x). Lordre de ce développement limité est 5.

Exemple
Le développement limité en 0 de la fonction f(x) = :19( est:

1

Ty —x0 1—x+x%+ -+ (D"x" +o(x™)

On reconnait en effet la somme des termes d’une suite géométrique de raison —x et de premier
terme O.

Script Python pour le calcul des DL d’ordre 1 et 10 de f(x) pour x=0,002

import math
x=0.002
print ('1/ (1+x) a pour valeur',6 1/ (1+x))
dl=1
for i in range (10):
dl=dl+ ((=1)** (i+1)) *x** (i+1)
print('ordre',i+l, 'valeur du DL',dl)

Le polyndbme P, est unique. En effet, supposons qu’il existe deux polyn6mes Pn et Qn de degré n tels
gue au voisinage de 0.




F.Menan lesdocsduprof.com/

fx) = B(x) +o(x™) = Qp(x) +0o(x™)
Le polyndme Pn-Qn est de degré au plus n et négligeable devant x™ au voisinage de 0 donc il est nul.

Sifadmet un DL a l'ordre n en O alors f admet une limite en 0. Cette limite est a.

Par ailleurs, si f n’admet pas de limite finie en 0, alors on ne peut pas calculer de DL pour cette
fonction en 0.
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3 Formule de Taylor

On rappelle ci-dessous deux théorémes essentiels.

3.1 Théoreme de Rolle

Soit f de [a,b] dans R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et telle que

f(a) = f(b)

Alors il existe un c de ]a,b[ tel que
f'e)=0
3.2 Théoreme des accroissements finis

Soit f de [a,b] dans R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et soit g telle que

f(b) f(a)
gx)=f)—-fl@)—-———.(x—a)
g est continue sur [a;b], dérivable sur ]a,b[
De plus
g(@ =0
gb) =0
Donc d’apreés le théoréme de Rolle, il existe un c de ]a,b[ tel que
g'©=0
Donc
fb) - f(a) fb) - f(a)
g(C)—f()—— f()——a
3.3 Formule de Taylor
FThéoréme (Formule de Taylor-Lagrange) :
Soient n € N et f une fonction numérique de classe C™* sur lintervalle la, b] . Alors,
3¢ €)a, b, f(b) = fla) + (b —a)f'(a) + "",ﬁ:: fla)+--+ b-a

Démonstration de Christine Graffigne et Avner Bar-Hen

Démonstration :
Pour n=10:

Je €la, b], f(b) = f(a) + (b —a)f'(c), c'est le théoréme des accroissements finis.
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Pour n=1:
Jde €)a, b, f(b) = fla) + (b —a)f'(a) + @f”(a} , il suffit d'appliquer le théoréme de Rolle &

$(t) = ) — f(t) — (b —1)f'(2) — Alb - £)°/2
ol A est choisi de maniére que ¢(a) = ¢(b)(=0).
$ estde classe C' puisque f est de classe € et
F@) =—f O+ -b-t)f )+ Ab—t) = —(b-t)f"(t) + A(b — 1) = (b —)(4 — f"(t)
D'aprés le théoréme de Rolle : 3¢ €]a, b[, ¢'(c) = 0 etonadonc A = f”(c). D'oli on déduit
d(a) = £(b) — f(a) — (b~ a)f'(a) - £'(c)(b— a)?/2=(b) =0
cest-a-dire f(b) = f(a) +(b— a)f’(a) + f(c)(b — a)?/2.

Pour n entier:
On applique le théoréme de Rolle a

_ =~ (b—t)* (b —t)n
o(t) = f(b) — f(2) _;Tf () —Am
ol A est choisi de maniére que ¢(a) = ¢(b)(=0).
¢ est de classe C* puisque f estde classe C"*1! et
b—t)™ b—t)"
¢r(t) _ _( n!t) f{n+1)(t) + A( n!t)

D'aprés le théoréme de Rolle : 3¢ €]a, b|, ¢'(c) = 0 eton adonc A = f"+1(c).

34 Formule de Taylor-Young

Soit f fonction de classe C" sur un intervalle | contenant xo. Alors pour tout x de |

FG) = ) + 2 ) ot ST ) 4 = )
Avec
xh_)ril e(x)=0

3.5 Formule de Taylor-Mac Laurin

Soitxy =0

FG) = FO) +51/(0) + 4= f7(0) + (O™ ()
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Avec

lime(x) =0
x—0

3.6  Application au calcul des DL

En appliquant la formule de Taylor-Young en 0

FGO) = FO) + 5 £/ + -+ 2 f(0) + (. e0)
On peut déterminer le développement limité au voisinage de 0 des fonctions dérivables n fois.
Par exemple,
fG) = e
La dérivée n-ieme de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle, pour tout donc :

Pour toutn, f*(0) =1

2 X"

x
X _ R T T TR, n
e —1+1!+2!+ +n!+o(x)
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4 Propriétés et Opérations sur les DL

4.1 Troncature

Si f admet un développement limité a I'ordre n,

n

flx) = Z ax® + x™e(x)
k=0
Alors f admet un développement limité a I'ordre p<n tel que
p
flx) = Z agx® + xPe, (x)
k=0

On dit que ce développement est obtenu en tronquant a I'ordre p le développement donné.

4.2 DL d’une fonction paire / impaire

Le DL d’une fonction paire ne contient que des termes d’exposant pair.

Le DL d’une fonction impaire ne contient que des termes d’exposant impair.
4.3 Somme

Soient
* lunintervalle contenant 0
* nunentier
* fetgdeux fonctions définies sur | admettant chacune un DL d’ordre n en 0
f(x) =F(x) +o(x™)
9(x) = Qn(x) +o(x™)

Alors la fonction f+g admet un DL en 0. Son polynéme de Taylor est P+Q.

Exemple
e*+e™*
h =—
ch(x) = —
Or
x_l X xz " n
er = +ﬂ+§+"'+m+0(x)
L x x? L X" .
e —1—ﬂ+§+"'+(—1) .E-FO(X)
Donc
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eX +e™* x? x?P
ch(x) =———=14=—+-+

5 o @ )'+0(x2p)

4.4  Produit

Soient

* lunintervalle contenant 0
* nunentier

* fetgdeuxfonctions définies sur | admettant chacune un DLd’ordrenen0

f&x) = P (x) +o(x™)
g(x) = Qn(x) +o(x™)

La fonction f.g admet un DL en 0. Son polynéme de Taylor est I'ensemble des termes de degré <n
dans le produit PnQn.

Exemple
f(x) = sin(x).e*

On cherchele DLde fen 0 a l'ordre 5.

X 2 n
- J— n
1+1|+2'+ + +0(x)
3 x5 (_1)n_x2n+1
. L 2n+1
sin(x) = x 3 + o + 4 Znt D + o(x )

2 3 4 5 3 5
f(x>=( ;+x_+g+x_+%+o(xs>><x_%+§+o<xs>)

Il suffit de développer et ne garder que les termes d’ordre inférieur ou égal a 5.

3

f(x) = x + x? +?—%x + 0(x®)

4.5 Quotient

Soient f et g deux fonctions qui admettent des DLa l'ordrenenO:
fx) = P(x) +x"e1(x)
9(x) = Q(x) + x"&x(x)
Avec Q(0) # 0, alors f/g admet unDLal'ordrenenO:

@ = A(x) + x"e5(x)

g(x)

Ou A est le quotient de la division de P par Q suivant les puissances croissantes a I'ordre n.

Exemple
10
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On demande le DL de la fonction ci-dessous, on 0 a I'ordre 3
x

) = 1 i
2,3

x
ex:1+x+7+z+x3£1(x)

Aveclimeg (x) =0
x—0

3
x
1+sin(x)=1+x —€+x3£2(x)

Avec lime,(x) =0
x—0

Avec la division suivant les puissances croissantes a I'ordre 3 on a

x% x3 x? x3 x3 L1 % x?
Ltats+e==(1+5 -2 )(Tra-—)+xt 2+ 5 -5

2 6 2 6 6 12 36
Finalement,
2,3
h(x)=1+7—g+x3e(x)
Avec lim e(x) = 0.
x—-0
Exemple
sin(x
tan(x) = )
cos(x)
3 xS (_1)n_x2n+1
sin(x) =x ——+—+ + o(x?mt1
in(x) 31" 5l ansr o)
_ x2 x4 (_1)n.x2n -
cos(x)—1—§+z+ + 2! +o(x*")
Donc
x3  x° x? x*
X Z:HQ 1;7'{'%—4
x3 x 1., 2 5
_x+7_ﬁ x+3x +15x
1 1
2.3 _ .5
0+§x 130x
_ 2.3, 2.5
3x2 +6x
£ .5
5%
tan(x) = boa b
an(x) = x 3x 1Sx

Remarque sur le quotient de deux polynémes

11
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Si A et B sont deux polynémes avec B non nul, alors il existe deux polyndmes Q et R appelés quotient
et reste, tels que

A=Q.B+R
Q et R forment un couple unique. De plus, deg(R) < deg(B).

http://exo7.emath.fr/cours/ch polynome.pdf

4.6 Composée

Soient

* lunintervalle contenant 0
* nunentier

» fetgdeuxfonctions définies sur | admettant chacune un DLd’ordrenen 0

f(x) = B(x) + o(x™)
g(x) = Qn(x) +o(x™)
Si g(0)=0, fog admet un DL en 0.

Son polyndme de Taylor est I'ensemble des termes de degré <n dans P,00Q,, .

Exemple

Développement limité de la fonction sin®(x) en 0 a I'ordre 4. Le développement limité de la fonction
sinest:

X3
sin(x) = x — 37 + o(x*)
Donc
13\
sin?(x) = <x - §> +o(x%)

Dans I'expression obtenue en développant le terme au carré, on ne garder que les termes de degré
inférieur a égal a 4. Finalement,

o4
sin?(x) = x? — £l + o(x*)

4.7 Dérivée, primitive
Soient

* lunintervalle contenant 0

* nunentier

12
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» ffonction dérivable n-1 fois sur |, dont la dérivée a I'ordre n existe en 0, Pn est son polynéme

de Taylor
f(x) =FR(x) +o(x™)
Alors
Sa dérivée f’ admet un DL d’ordre n-1 en 0. Son polyndme de Taylor est |la dérivée de Pn.
f') =B/'(x) +o(x™1)
Toute primitive de f admet un DL d’ordre n+1 en 0.

Leur polyndme de Taylor est une primitive de celui de f.

Exemple
fxX)=1-—x+x%+0(x?)
Alors
Fl(x) = —1+2x+o0(x)

Soit F une primitive de f alors

x? x3
F() = F(0) +x = —+—=+0(x%)
Exemple
! 1 2 4 n ..2n 2n
(arctan(x))’ = i 1—x2 + x* .+ (=)™ 22" + x2". g (x)

Donc par intégration

3 5 2n+1

arctan(x) = x — X + X F ot (D) + X2 g(x)
3 5 n+1 '

13
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5 Développements limités ailleurs qu’en 0

5.1 Développement limité en a

Soit une fonction f définie sur un voisinage V d’un réel x,.
On dit que f possede un développement limité a I'ordre n en x, s'il existe :
e Un polynéme B, de degré inférieur ou égalan
e Une fonction & définie sur V
Tels que
Vx €V, f(x) = B,(x —x0) + (x — xp)™ e(x)

Avec lim ¢(x) =0
X—Xq

Exemple

Développement limité a 'ordre 4 de e* au voisinage de 1

(z—1)2 (x—1)3 (z—1)*
2 6 + 24

e“‘:e(l—l—{w—l}-}- )—i—(;v—l}'le{m—l).

5.2 Développement limité en + o

Soit f définie sur un voisinage V de +oo.
On dit que f possede un développement limité a I'ordre n en +oo s’il existe
e Un polyndéme P, de degré inférieur ou égalan

e Une fonction & définie sur V

Tels que

1 1
Vx €V, f(x) =P, (;)+x—n.£(x)

Avec lim eg(x) = 0.
X—+00

Méme raisonnement en —co.

Exemple
On cherche le DL a I'ordre 4 de la fonction

1
f)=1—""2

X—X

Soit

R

14
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y2

f(x)=f(l>=yz_—_

_ 2 3 4 4
= —y2 +y3 —29% 4+ y*.
5 71 ye+y yi+y*te(y)

Avec lim e(y) = 0.
y-0

Donc

1 1 2 1

Avec lim &(x) = 0.
X—+00

15
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6 Utilisation des DL pour I'étude des fonctions

6.1 Calcul de limites et levées de formes indéterminées

Les développements limités sont un outil trés puissant pour lever les formes indéterminées des
limites d’une fonction.

6.1.1 Exemple d’utilisation des DL pour le calcul de limites

2

. ex
lim

x—-0 X

— cos(x)

Avec les développements limités

e =14 x2 + o(x?)
2

cos(x) =1-— x? + o(x?)

Donc

2
2 X
ex _Cos(x)_1+x2—1+7+0(x2)

x? x?

Donc

i e*’ — cos(x) 3
xl—r>r(1) x2 2

6.2 Détermination de la position par rapport a la tangente

6.2.1 Rappel

Soit f une fonction continue et dérivable en a. L'équation de la tangente a la courbe de f est
y=f@x-a)+f(a)

6.2.2 Exemplel

On rappelle le DL en 0 de la fonction cosinus

x2 x4 (_1)n.x2n
cos(x) =1——+—+--+

21 " 4 2n)! +o(x*™)

La tangente a la courbe de cosinus en 0 a pour équation :

y=f'(0).(x—-0)+f(0) =1
Or d’apreés le DL de la fonction cosinus en 0 :

2

X
cos(x) —1= —7+ 0(x?) <0

16
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Donc en 0 la courbe de la fonction cosinus est en-dessous de sa tangente.

O f(x) = cos(x) = 4

O hix) =1 12
+ Saisie... h

0.8

0.6

0.4

0.2
|

/ =14 -1.2 =1 =08 =0.6 -0.4 —ﬁ? 0 0.2 0.4 0.6 0.8
=0.2

6.2.3 Exemple 2

On rappelle le DL en 0 de la fonction sinus.

. x3 x5 (_l)n_x2n+1
sin(x) =x — s+ +

2n+1
s Tt e o)

La tangente a la courbe de sinus en 0 a pour équation :

y=f'(0).(x-0)+f(0) =x
Or d’apreés le DL de la fonction cosinus en 0 :
%3
sin(x) —x = ——o(x?)
3!
{sin(x) —x>0pourx<0
sin(x) —x < 0 pourx > 0

Donc en 0 la courbe de la fonction sinus est au-dessus de sa tangente en x<0 puis elle passe au-
dessus de sa tangente pour x>0.

17
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6.2.4 Généralisation

Soit

Tangenteena:

fla+h)=f(a)+h.f'(a) +:—T!l.f”(a) +o(a+ h)"

y) =f'(@.x+C

Or la tangente a pour valeur f(a) en a (définition de la tangente)

Donc

Donc

C=f(a)-f'(a)a

y() = f'(a).x+ f(a) - f'(a).a

fla+h)—y(a+h)

n

h
= f(a) +h.f'(a) +H.fn(a) +o(a+h)"—f'(a).(a+h)—f(a) + f'(a).a

n

h
fla+h)—y(a+h) = E.f"(a)+o(a+h)”

Si n est pair, h™ = 0 donc position de la tangente dépend du signe de f™(a)

Si n est impair, la tangente passe a travers de la courbe

18
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6.3 Etude des asymptotes

6.3.1 Exemple
Soit la fonction

FoO =1+ x2 +x4

On montre que le DLen oo defest:

() = 2+1+ 3 +1 (1)
fx) =x 2 8x2 xz'g x2

. )l . 1
Soit P la courbe d’équation y = x? + 3 alors

o) -y =gt e ()

x? \x?
Donc
lim f(x) -~y =0
Jim fG)—-y=0
P est asymptote a la courbe de f en +co

De plus,

f)—y=0

Donc la courbe de f est au-dessus de P.

Q@ f=Virdisd : e
O glx) = x>+ 05
+ aisie..

19
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7 Formulaire

x_1 X xz " n
e = +E+E+"'+H+O(X)
3 x5 (_1)n.x2n+1
i — - S s~z 2n+1
sin(x) = x 3!+5!+ + Znt D + o(x )
3 x2 x4 (_1)n. x2n on
COS(X)—].—Z-FE-F“'-FW-FO(X )
1
——=1+4+x+x2+-+x"+0(x™)
1—x
a.(a—1 a(a—1).(a—n+1
(1+x)“=1+a.x+%x2+ + ( )nl( ).x"+o(x“)
2 x3 (_1)n xn+1
In(1 = _ — — > 2 n+1
n(l+x)=x 2+3+ + 1 + o(x™ )
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8 Exercices

8.1.1 Exercice: calcul de DL

En appliquant la formule de Taylor en O,

FG) = FO) +51/(0) + 4= f7(0) + (O™ ()

Déterminer le DL au voisinage de 0 des fonctions suivantes

ex

cos(x)

Correction

X =1 X x2 " n
er = +ﬁ+5+---+z+o(x)

B xZ x4 (_1)n. x2n on
COS(X) = 1—Z+Z+“'+W+O(J€ )

8.1.2 Exercice: calcul de DL

Déterminer le développement limité en 0 de la fonction :
In(1+ x)

a partir du DL donné ci-dessous

1
——=14+x+x*+-+x"+0(x")

1—x
Correction
1
——=14+x+x*+-+x"+0(x")
1—x
Donc
1
=1—-x+x2+-+(=D"x"+o0(x")
1+x
Par intégration
In(1 +x) = MY e L. (x™*1)
AT =x=a 73 n+1 0

8.1.3 Exercice : calcul de DL

Donner un développement limité a I'ordre 4, au voisinage de x=0, de
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f(x) = (1+ sinx)*

Correction

3
. x 3
smxzx—z+x e(x)

2
x3 3
3 -5 tx e(x) PR
In(1 + sinx) =x—€+x3£(x) + 5 =x—7+z+x3e(x)
3 .4
x.In(1 + sinx) = x* — - + - + x*e(x)
2
x3  x*
- <x2—7+F+x4’e(x)
ex.ln(1+sinx) =1+ x2 _7 + ?+ x4€(x) + >

X3 x4- 4

xIn(1+sinx) — 1 2_ 7 4 4 4
e + x 2+6+2+xe(x)
x3 2
(1+sinx)*=1+x%— -+ §x4’ + x*e(x)
8.1.4 Exercice: calcul de DL
Donner le DL en 0 de la fonction
e¥—e™*
h =
sh(x) 5

Correction

Partant du développement limité de la fonction exponentielle,

e e
sh(x) 2 S TIPSy

X _ -x 53 £ 2P+1
+ o(x?P*1)

8.1.5 Exercice: calcul de DL

Déterminer le développement limité en 0 de la fonction :

Correction

On a une fonction de la forme (1 + x)? avec p=1/2.

Or
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a.(a—l)xz+m+a.(a—1)...(a—n+1)

A+x0)*=1+a.x+ ™+ o(x™)
2! n!
Donc
1 1 1
1 1 1 5\—5)(—n+1
\/1+—x=1+—x——x2+—x3+--'+2( 2) (2 )-xn"'o(xn)
2 8 16 n!
De méme,
1 3 1
L (1+x)_%= 1—1x+§x2 —ix3 +m+—7(—2)...(—7—n+ 1) x™ 4+ o(x™)
N, 2 8 16 n! '
8.1.6 Exercice : calculs de limites
Calculer les limites ci-dessous
- e*—cos(x) —x
lim >
x—0 X
Cox(e*+1)—-2(*-1)
lim 3
x-0 X
) 1
lmlx—x?m(1+—)
X—+00 X
(1 -e¥)sinx
lim —————
x=0 x%+x3
_ exz——cos(x)
lim >
x—0 X
Correction
Au voisinage de 0
x? )
ex=1+x+3~+q&)
X2
cos(x) =1- -+ 0,(x?)
Donc
x? x? ) )
ex—cos(x)—x 1+x+7—1+7_x+01(X)—02(X) ) )
W —x_ : = 1+0,(x%) — 0, (x?)

X X

Donc

x—0 X
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Au voisinage de 0

2 3

e"—1+x+x—+x—+o(x3)
- 2 6
Donc
xz x2 x3 3 3
x(1+x+7+1)—2(1+x+7+g—1> x+x2+x7+x—2—2x—x2—%+2
lim = 3 = 3
X X

x(e*+1)—-2(e*-1) X _x
lim =2 3
X0 %3 %3

1

Avec le développement limité en 0 de la fonction In

(1D =233 +5.() +xt 00
n 2 =% 2% 35 x°.e(x
Donc

1
xz.ln(l +—> =x—=+x>¢e(x)
X 2

1 1
lim x—xz.ln(l +—> ==
X 2

X—+00

(1 -e")sinx
lim—————=-1
x-0  x? +x3

e =1+ x2 + o(x?)

52
cos(x) =1-— -+ o(x?)

2
2 X
ex —COS(X) 1+x2—1+7+0(x2)
x? - x?
i e* — cos(x) 3
xl—r>r(1) x2 2

8.1.7 Exercice : approximation affine

Donner une approximation affine au voisinage de 0 des fonctions :
ex
sin(x)

cos(x)

tan(x)
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In(1+ x)

1
1—x

Correction

e*~1+x
sin(x) = x
cos(x) = 1
tan(x) = x

In(1+x) =x

! 1+
1—x x

8.1.8 Exercice : linéarisation d’équations
Les équations ci-dessous sont des équations du mouvement de systémes mécaniques divers.

Linéariser ces équations pour 6, ¢, a, ¢, B et 8 au voisinage de 0

é+%sin9 =0

16 .. . 3
?d + 2B cos(B — a) — 2B%.sin(f — a) + ngina =0

4 ..
§,B + 2é cos(f — a) + 2da2.sin(f — a) + %sinﬁ =0

(R —7).(I + mr?).$ + mgr®sing = 0

[m. (R? + a® + 2aRcos6) + B*].6 — maR.sin6.6? — mgasind = 0

Correction

é+%9=0
(R—71).(I+mr?).¢ + mgri.¢ =0
é+B9—0
20=

AvecA=m.(a+ R)?+ B* et B = —mga

26 +25 +8p -0
3 a

2§+%6+38 -0
3 a
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8.1.9 Exercice : position par-rapport a la tangente

On donne le développement limité a 'ordre 4 de e* au voisinage de 1 :

r—1)° r— 1) r— 1)
@1 @1 (@1
2 i} 24

e“-‘ze(1+{m—1}+ )+($—1}4f{$—1]

Etudier en ce point la position de la courbe exponentielle par-rapport a sa tangente

Correction

Tangente en x=1:

y(x) =e.x
Ona
x —1)? x —1)?
e* —y(x) = e.(x + %+ o(xz)) —e.x = % + o0(x?)
Donc au voisinage de 1,
e*—y(x)=0

La fonction e* est au-dessus de sa tangente en x=1

L]

-28 26 24 22 -2 -18 -16 -14 12 - -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1 12 14 1

8.1.10 Exercice : étude d’'une asymptote

2 1

X 2
.ex
x+1
26

fG) =
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Etudier les asymptotes de f en +o

Correction

On peut écrire le DL de f en l'infini

) x? 1 x? 1+1+1+1x3+3 0
= .ex = : —t—+-.= :
AC e R x 2x2 T3 THEW

x2+x+% x(x+1)+%

fe) = x+1 x+1

Finalement,

f) —x=

N[ =

x+1

La courbe de f a pour asymptote y=x en +co.

1 1
De plus, en —oo, 2 71 < 0 donc la courbe de f est en-dessous de y=x

Elle est au-dessus en +oo, par le méme raisonnement.

=

+ @ @
o
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